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Abstrak

Masalah dalam fisika matematika biasanya berbentuk persamaan differensial
biasa atau persamaan differensial parsial, dimana masalah syarat batas termasuk
didalamnya. Salah satu bentuk permodelan dari masalah syarat batas dituangkan dalam

masalah Strum-Liouville.

Penyelesaian dari masalah Strum-Liouville dapat diperoleh dengan beberapa
metoda, salah satunya adalah dengan membangun fungsi green untyk ah Strum-
Liouville. Keberadaan fungsi Green untuk masalah Strum-Lio njadi tinjauan

dalam penelitian ini.
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BAB1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Masalah dalam fisika matematika berbentuk persamaan differensial biasa atau
persamaan differensial parsial. Penyelesaian dari masalah ini menggunakan banyak
metoda , salah satunya adalah dengan mengkonstruksi operator invers dari operator
differensial bersangkutan, yang disebut operator integral, dengan kernel adalah fungsi
Green (Soleiman, 1984).

Secara fisika fungsi Green dapat diartikan sebagai berikut :

Misalkan Ly = f{ix}, 0<x< I: dengan L adalah operator difefersiaiy ihenyatakan suatu
sistem fisika yang dipengaruhi oleh input f, contohnya f €daiah panas yang diberikan
pada batangan logam (Guenther & Lee,1988).

Pada f= fg(x)adalah input unit pada titik s .

0 | 1
E o S > X
L X7
Idipcnoskon
Gambar 1.1
Asumsikan f (x) = Ountuk |x— S|>8 , &€ >0dan
s+£
Ifs (x)dx =1
5S=&

Misalkan y(x) = g B (x, s) adalah akibat yang disebabkan oleh f (x) .
Sebagai contoh, pada masalah panas g . (x,s)adalah temperatur pada x yang dihasilkan

oleh panas yang dilokalisir disekitar titik s. Jika € — 0, maka distribusi temperatur
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g (x,s) akan konvergen pada g(x,s) yang berkaitan dengan panas yang diberikan pada
&
titik s.
Jika input pada x = s itu besarnya f{s) , maka apabila L linier, respon pada x adalah
(i(x,s)f(s), G adalah himpunan g (x,s)
g

Misalkan pada selang [0,1] bekerja input f{x). Jika selang ini dibagi atas » buah selang,

OZX()éxl‘SxZS ......... Sxi_le,-S ........... <X :1

dengan |x;, — x;_;|< € , ebilang positif. Dalam sub selang |x;_;,x;| input dapat
dianggap sama, yaitu f (5,-) dengan £, adalah sebarang titik pada selingitersebut.
Sehingga input dalam selang tersebut menjadi f(&; JAE;; A& DX, )4, .

Pengaruh input pada titik &; = g(x,&;)f(&;)AE;.

L adalah operator linier maka , pengaruh pada titik R¢asg diakibatkan oleh input

i=1
Jika n — wodan A& — 0 akan diperaleh'sespon dari sistem yang diakibatkan oleh mput

f (x) , yaitu

n—-wo k=]

¥0)= Lim>e(x ENENE - [s(x /(s )

Pandang persamaan diferensial dengan syarat batas berbentuk seperti berikut,

Ly:—(p(x)y’)’+q(x)y:f(x) O<x<1
{y(O)—hoy’(0)=0 @
y(1)-hy'(1)=0

Dengan p(x);t 0; p'(x),q(x) dan f (x) kontinu pada 0 < x <1
h,,h adalah konstanta. L adalah operator diferensial, masalah nilai batas diatas biasa

disebut masalah Strum-Liouville.
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Masalah Strum-Liouville juga disebut masalah nilai karakteristik dimensi satu
(Zauderer,1983), sehingga penyelesaian dari masalah ini melibatkan pengertian nilai
karakteristik dan fungsi karakteristik. Cara lain untuk menentukan penyelesaian dari

masalah Strum-Liouville adalah dengan membentuk fungsi Green dari persamaan ini.
1.2 Perumusan Masalah

Permasalahannya apakah penyelesaian masalah nilai batas (2) dapat ditulis

sebagai persamaan (1). Berikutnya bagaimana eksistensi fungsi Green, g(x,s), untuk

masalah Strum-Liouville. Persyaratan apa yang dibutuhkan untuk keperadaan fungsi

QGreen.
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BAB 11
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Teori Pendukung

Dalam penelitian ini dibicarakan transformasi linier. Kruider & Kuller, 1966,
memberikan beberapa definisi mengenai hal tersebut. Definisi tersebut diuraikan
dibawah ini.
(1) Definisi

Suatu transformasi linier atau operator linier dari suatu ruanggvektor, /| pada

ruang vektor V' adalah suatu fungsi 4 demikian sehingga Setiap/x €/7ada

vektor A(x) €V yang memenuhi

() Alxy +x2)=A4(x1)+ A(x2)
dan
(i)  Alax)=aA(x)

Vx1,xp elNdaf Va skalar

(2)  Suatu tran$owmasi linier L:C"(I) — C(J)
dikatakan sebagai operator diferensial linier dengan orde n pada interval / jika 7.

dapat ditulis dalam bentuk
L =ay(x)D" +a,_1(x)D"" Ly (¥)D +ap(x)

dengan

aq(x)......an(x) kontinu pada 1, ay,(x) # 0, pada I .

4
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Secara umum dapat ditulis dalam bentuk :

Ly =ap(x)y"+...... +ar1(x)y1 +ag{x)y

(3) Teorema : Eksistensi dan unikness untuk persamaan differensial linier

Maka, jika yg,....... ,¥n-—7 sebarang bilangan riil,

maka ada satu dan hanya satu penyelesaian y(&V/yang memenuhi

y(xO):yO;yi(xO)zy' ............ ,y(n- 1’(_‘70):3,;”_1

(4)  Jika L:C"(I)~> C(I) adalaboperator differensial normal dengan orde »,
maka ada unik operatojsvers'G : C(7) —» C"(I) , demikian sehingga
i L{GE)=Y N h e (1)

(1) G(h,(xo) =Yo s G(h'(xo)) =W
G(#)" " (x0) = yn—1
(5)  (Ja,b] : ruang dari semua fungsi yang kontinu pada interval [2,b].

Disamping itu Kruider & Kuller , 1966 , juga memberikan pengertian hasil kali
dalam sebagi berikut. Hasil kali dalam f e g didefinikan sebagai

5
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fg= ?f (x)g{x)dx
b b
> [a f(x)g(x)dx = o] £(x)g(x)dx , 0 eR
b b b
> [A() + f2(x)(x)dx = [ A(x)g(x)dx + | f2(x)g(x)ax

b2
> fef=[f“(xpx=0
a

dan

fef=0 jika dan hanya(ika*{= 0

Persamaan differensial parsial)dapat ditulis dalam bentuk operator differensial.
Dalam penelitian ini operafor\difi¢rensial yang ditelaah adalah operator differensial

linier orde-2.

2.2 Masalah Stram-Liouville
Suatu persamaan differensial yang memenuhi syarat batas tertentu disebut masalah nilai
batas. Zauderer, 1983, menjelaskan salah satu bentuk masalah nilai batas sebagai

berikut. Pandang persamaan differensial berikut ini:

L[v(x)] = —%[p(x)%}+q(x)v(x) =Ap(x)v(x);0<x < £ (1)

6
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v(x) memenubhi syarat batas :

o, %0)-B,v'(0)=0 @
a,v(€)-B,v'(¢)=0
p(x)>0;p(x) > 0;4(x) 20
Dengan : p(x), p(x), q(x) dan p’(x) kontinu dalam
intervaltutup0 < x < ¢

Persamaan (1) yang memenuhi syarat batas (2) disebut masalah struig-houville. Jadi
masalah Strum-Liouville adalah salah satu bentuk masalah nilai batas,Masalah Strum-
Liouville juga disebut masalah nilai karakteristik dimégsrysatu (Zauderer,1983),
sehingga penyelesaian dari masalah ini melibatkan pengeritan nilai karateristik dan
fungst karakteristik.
Menurut Samijono, 1990, penyelesaian dari pfasalah strum-liouville adalah :
a) v(0)=0 Vxe O<x </ A
disebut penyelesaian trivial.
b) v#0, jika penyelesaian inagla.disebut fungsi karakteristik atau fungsi eigen. Nilai
% yang berhubunganddengan penyelesaian im disebut nilai karakteristik atau milai

eigen dari masalaif“stcym-<liouville.

Seperti dijelaskan diatas bahwa penyelesaian masalah Strum-Liouville disebut
fungsi karakteristik atau fungsi eigen dan nilai A yang berhubungan dengan fungsi ini
disebut nilai eigen, berikut ini Zauderer, 1983, memberikan beberapa sifat penting dari

nilai eigen dan fungsi eigen dari masalah Strum Liouville.

1) Fungsi-fungsi eigen yang berhubungan dengan nilai eigen yang berbeda, saling

orthogonal.

Misalkan A, dan X, adalah 2 nilai eigen dan v,(x) dan v,(x) adalah fungsi-fungsi

eigen yang berhubungan dengan nilai eigen yang dimaksud.

7
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Maka :

'y .. (11)
:Ia[pva: pv,vj]dx':O
(dengan menggunakan sarat batas)
¢ ¢
| [viLvJ' —Vij,']d!c:(li —lj){p\»‘,‘l’jd&c
= (2 =) ve-v,)
karena Aj # X j :>(v,-,v]):0 . (12)

Jjadi (vi (x).v; (x)) =0 artiffyd oivhogonal

2) Nilai-nlai eigen adalah riil dan tidak negatip : fingsi eigen dapat dipilih sebagai

nilai riil.

Misalkan A, adalah bernilai kompleX

Maka X,. =X ; menampilkpmy(faerixpakan) nilai eigen yang kedua.

Karena koefisien dalatn6perdtor L bermilai riil fungsi eigen yang berhubungan A,
dan A, =1, adalak V{¥) dan v}.(x):m

dimana v (x\diperoleh dari complex konyugasi dalam persamaan untuk v, (x).

karena A, # &,

maka (v,- {x),v; (x)) = (v (%), (x)) = i p(x)l"i ( x)|2 dx

tapi v,(x) + 0 jadi Kontradiksi.
Karena koefisien dan nilai eigen dari persamaan (1) bernilai riil, penyelesaian yang
bernilai riil ataupun imajiner pasti memenuhi (fiingsi eigen).

Sehingga fungsi eigen dapat hanya yang bernilai riil.

8
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Membuktikan bahwa nilai eigen tidak negatif
Misalkan v(x) adalah fungsi eigen maka

. 1 1,
[v,uLv]:—jv—(pv’)dr+qu dx
P o ©
1
M 11 9 1 2
=—pw' [+[pv'“dx+[gv°dx>0
pada x=¢

~p(Oep(0)= [%ﬂp(f)v'(f) 20 B2>0
0 [32 7

hal yang sama akan diperoleh untuk 70

Disamping itu dipunyai

@ (v20]=an-ap Hdeit
p

[V]|>> 0, dengangisinisi

[v, 1 Lv)
p

A=——"5—290

I’

Nilai eigen dan fungsi eigen dari masalah strum liouville dapat diperoleh sebagai

berikut :

Misalkan v(x, k) dan w(x, l) adalah penyelesaian-penyelesaian dari masalah nilai awal.

v(0;A)=1; v'(0;1)=0

9
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w(0;1)=0; w'(0; 1) .. (14)

Untuk masing-masing persamaan (1).

Maka fungsi v(x;1)=PB,v(x;L)+o,w(x; ) .. (13)
adalah penyelesaian persamaan (1) yang memenuhi sarat batas (2) pada x=0.
Untuk memenuhi kondisi pada x=/ diperoleh:

o, B V(8 L) + o0 w(4A) +B,B v (44)+Boow(£,1)=0 .. (16)
[diperoleh dengan substitusi (15) pada (2)]. |

Nilai eigen dari masalah strum liouville diperoleh dari alear persamaan (16).
Fungsi eigen yang berhubungan dengan nilai eifeh VYdrig dimaksud diberikan

sebagai:
v, (x)=v(xA,)=B(x A, )+ o, w(xd,) k=12,... (7

2.3 Fungsi Green
Penyelesaian  masalak \¢>Ttum-Liouville dapat pula diperoleh dengan
memformulastkan parsapfaan integral dari persamaan differensial yang diberikan.
Persamaan intbgial tersebut mengaitkan fungsi Green sebagai fungsi yang
berpengaruhNaifluence function) bagi masalah nilai batas (Guenther & Lee, 1988).
Untuk menjelaskan fungsi Green Zauderer, 1983, menulis persamaan differensial

dalam bentuk umum sebagai berikut :
Lu=-V(pVu)+qu=pF (1)

yang bekerja pada batas daerah G, dengan syarat batas

OLu+B(% -B 2)
R aG

V = operator gradien

10
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Dalam dimensi satu persamaan (1) dapat ditulis sebagai berikut :

L%
Lu=——| p—|+qu=pF
u 8xp6x qu=p
ou _ _ou

on ox

G =interval, 0<x < /¢

Selanjutnya Zauderer, 1983, memformulasikan kembali persamzan Wifferensial (1)

dalam bentuk persamaan integral dengan mengambil suatw fuhgsi w(x) demikian

sehingga
[f(wLu — uLw)dv = - [[V(pwVu - puVw)dv (3)
G G
= - jp(qu — u VWIS
oG
=1 p(zz ‘?‘i —V aa)ds
0G, \&/ o

Misalkan w(x) adalak solusi dari persamaan
Lw = 8(x g E]\ V€ sebarang titik pada G 4
8(x — &) adalah fungsi Dirac-delta.

Sifat substitusi dari Dirac-Delta memberikan

ffulwdv = [Jud(x - £)dv (5)
G G

= u(®)

Masukkan persamaan pada persamaan (3) diperoleh [[w Ludv = [[pw fdv (6)
G G

Akan ditentukan syarat batas untuk w(x) pada OG demikian sehingga batas
integral pada (3) hanya mengandung wyx) dan fungsi yang diketahui.

11
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Hal ini dapat diperoleh dengan mempersyaratkan w(x) memenuhi syarat batas

homogen pada persamaan {2), yaitu

(xw+[3§£ =0 (7)
on oG

jika a # 0 akan diperoleh :

u@—w@:-l—B@ (8)
on on a oOn

untuk ¢ =0,

ugw—fw@:—lB.w (9)
én on §]

Fungsi w(x) disebut fungsi Green untuk nsalali nilai batas (1) dengan syarat
batas (2).

Untuk menjelaskan kebergantdficai, fungsi Green pada titik £ , fungsi Green ditulis

sebagai
W= K(x,E) (10)

Sehingga persamaan (3) dapat ditulis dalam bentuk :

untuk o 0

o)~ iokrav= | AL 8% )

G oG oL on
atau u(t) = [[pKF dv - | Pk s (11)
G oG o on

untuk oo =0

12
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u(t) = [fpkFav+ | £BKav (12)
G oG P

Jadi fungsi Green K(x;é‘,) memenuhi persamaan

~V(pVK) +¢K = 5(x - &) (13)
dengan x,£ € G

Dengan syarat batas :

wk+pX —o (14)
nlaG

Inti dari penjelasan diatas adalah :

1. Persamaan differensial (1) dapat ditulis atat, d:formulasikan kembali kedalam
persamaan integral (3) dengan melibaticdn)fungsi w(x) yaitu fungsi Green.

2. Fungsi Green w(x) atau w(x) 4K(3 &) memenuhi persamaan differensial awal,

dengan melibatkan fungsi Disec-D€lta. Fungsi Direc-Delta adalah contoh fungsi
diperumum (GeneraljsédA*metion) yang mempunyai sifat-sifat khusus.
Sifat fungsi Direc*D¥ta/iiii digunakan untuk menjelaskan fungsi Green.

3. Fungsi Greemnyriemeénuhi syarat batas homogen.

Jika fungsi GTeen dapat diperoleh maka solusi dari persamaan (1) dapat langsung

diperoleh dari persamaan (11) atau (12).

13
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BAB 111
TUJUAN DAN MANFAAT PENELITIAN

3.1 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah melihat eksistensi dan bentuk fungsi Green
untuk masalah Strum Liouville. Penelitian ini tidak menelaah lebih detail sifat fungsi
Green untuk masalah Strum-Liouville, namun untuk penelaahan keberadaan fungsi

Green disinggung sedikit tentang sifat kesimetrian fungsi Green.

3.2  Manfaat Penelitian

Penelitian ini mempunyai beberapa manfaat. Pertamaaiiuk pengembangan
bidang matematika khususnya persamaan diferensiai pdrsial’ yang mempunyai beberapa
cara untuk mencari penyelesaiannya.

Manfaat kedua adalah untuk peneliti sehagal pendalaman bidang ilmu
matematika. Tambahan pula penelitiar/1hi mienambah wawasan peneliti dalam
melaksanakan penelitian bidang ilfap~Sehingga diharapkan peneliti dapat melakukan
penelitian yang lebih baik lagi difitasa'mendatang,

Selanjutnya manfaat‘dadtpenelitian adalah menambah kemampuan pengajaran

matematika khususnya‘padztopik persamaan differensial parsial.

14
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BAB IV
METODOLOGI PENELITIAN

Metodologi penelitian ini pertama, dengan melakukan studi literatur dan
beberapa buku dan tulisan yang berhubungan dengan fungsi Green dan masalah Strum-
Liouville. Studi literatur ini dilakukan pada topik yang berkaitan dengan :

1. Persamaan differensial secara umum dan masalah nila: batas.

2. Masalah fisika dan pemodelan matematikanya menggunakan pergaryzawn, differensial
parsial.

3. Fungsi Green dan persamaan integral.
Kedua, dilakukan evaluasi terhadap hasil studi lit€ratur yang dituangkan dalam
tulisan, yang selanjutnya menjadi bahan diskusi,
Ketiga, dilakukan diskusi dan seminar dengan staf akademik FMIPA UT, untuk
memperoleh tambahan masukkan. Disksasi iniAdilaksanakan baik secara bebas atau
formal yang dikoordinasikan oleh PVIPAUT.

Akhirnya dirangkum dalar@Q_pembaatan laporan hasil penelitian yang dituangkan
dalam bentuk dibawah ini_,Pigwall”dengan pembahasan dengan mengambil contoh
tentang arti fungsi green Seqrfisika, penjelasan mengenai hal ini diberikan pada bab I.
Bab 11 menguraikanwdtodoiogi penelitian, dan sistematika laporan penelitian.

Bab III merupakaiy tifjauan pustaka, yang terdiri atas latar belakang teori yang
mendukung penélitian ini. Pada awal dari penjelasan, diberikan beberapa pengertian
seperti transformasi linier dan operator differensial. Kemudian dilanjutkan dengan
uraian mengenai masalah Strum Liouville. Selanjutnya diberikan juga uraian tentang
fungsi Green melalui penjelasan operator integral.

Bab IV adalah pembahasan yang memberikan uraian mengenai fungsi green bagi
masalah Strum-Liouville. Penekanan lebih pada melihat eksistensi fungsi green.

Bab V merupakan kesimpulan dari hasil telaah literatur dan saran.

Bab VI adalah daftar pustaka yang peneliti gunakan dalam penelitian ini.

15
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BAB YV
HASIL DAN PEMBAHASAN

Pandang masalah Strum-Liouville :

—(p(x)y') +q(x y:f(x) O<x<l
{y(O)—hOy'(O =0 1)
(1)=0

Dengan p(x)=0; p'(x),q(x)dan f(x) kontinu pada 0 < x <1

hy.h adalah konstanta.

Misalkan penyelesaian persamaan (1)} berbentuk

Hx)= [ g(x.s)f (s)ds 2)

0

g(x,s) = suatu fungsi kopthyf yang disebut fungsi Green.

Lebih tepat Jagh “dikatakan g(x,s) disebut fungsi Green untuk (1) jika

g(x,s) kontinu Jada 0<x,s<1 dan (2) adalah penyelesaian yang unik bagi (1).

Sekarang akan diselidiki keberadaan fungsi Green bagi masalah Strum-Liouville diatas.
Jadi akan dibangun penyelesaian (2).
Pandang identitas Lagrange (Langrange Identity) bertkut :

d r r
viu—ulv=— zxw[p(vu —uy )] (3)

16
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e Dengan u,v eC 2 [O,]] terdeferensial 2 kali dalam interval [0,1]

¢ Untuk penyederhanaan ambil pada persamaan (1)
: .. HN0)=0
sehingga syarat batas menjadi y(l)— 0 4)

Syarat batas ini disebut syarat batas Dirichlet.

» Misalkan dapat diperoleh suatu fungsi w # 0 dengan Lw=0

Gunakan identitas langrange dengan v = w dan u = y, penyeleSaian (1) dengan

hy = h, =0, diperoleh :

wly— ylw = —%[ p(wy' - yw’)] Karedia, Sy =0, diperoleh

wly — =- %[p(wy’ - )
wf =— gx—v[p(wv’ - y;v')] (5)

Integralkan persamaan (5) aXaw diperoleh persamaan differensial orde-1 untuk y. Jadi w

disebut faktor integral\nttik” Ly = f

Misalkan dapat dipesoleh suatu faktor integral # dan v demikian sehingga :

Lu=0 u(0)=0 ) ] ] )
setiap faktor integral memenuhi satu dari syarat batas
Ly=0 v(1)=0

Substitusikan pada persamaan (5) denganw =u danw =v.

wf = —%[p(wy' -wy)|
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untuk w = u menjadi

uf = —%[p(uy’ —u'y)]

integralkan dan gunakan syarat batas (4) diperoleh

a7 (s)ds = - plx)[uy' =] ©
untuk w=v

(5)(s)es = ple) o~ v¥(o) g

0 ey

Untuk mengeliminasi y’kalikan persamaan (6) daf 455 hasing-masing dengan

v(x) dan y(x) dan jumlahkan.
I ufs = - P Auwy|(v)
u(x)| W(s)/ (s)dg 2p vy’ —uv'y](x)
— + (8)
x)| u(s) f(s ds+;(rl!v¢\s]f(s)ds = — p(x)(u'v - uv') ¥x)

" t— =

=

o~

o’
O e &

(u'v —uv') = Determinan Wronskian

W(x): u(x) v(x) dari solusi — solusi udanv bagi Lw = 0.
w'(x) v(x)
Lihat persamaan (8) p(x)W(x): C (9)

Sehingga koefisien dari y{x) adalah -C

v(x)]r. u(s)f (s)ds+u(x)j w(s)f(s)ds = - C y(x)

18
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adalah penyelesaian bagi (1) asalkan C # 0, untuk syarat batas s, = A =0.
Misalkan C = 0 dan

v (x)=v(x)

akan diperoleh :

0
Lvy=0  ,v(0)=0 ?‘
%

Plx)W(x)=-1 e
dengan w(x)= Wronskian dari v, dan v,. @2

Masukkan ke dalam persamaan (8)

y(x)= I V1(x)vo(s)ds + I VO(x)Vl (s @

atau

>
9~ ot s)f(s)azs(<,Q~
dimana : 0%\

1) (s) 0< <1

glx.5) = {vo(x)vl(s) 0<x<s<l (10)

Kesimpulan :
Masalah Strum-Liouville :

{olow] vl =r6) o
{ ¥(0) - hyy'(0)=0

y(l)— hy' (l) =0

19
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mempunyai penyelesaian :
1

¥(x) = [ glx.)f (x)ds
0

vi(x)ve(s) O0<s<x<l

dengan g(x,S) = {vo(x)vl(s) 0<x<s<1

asalkan dapat ditemui fungsi-fungsi

v, dan v, yang memenuhi :

Lvg=0 ,v( mememnuhi syarat batas pada x = 0
Ly =0 ,v] memenuhi syarat batas pada x =1 (11)
pW=-1

Jadi, jika dapat ditentukan persamaan (11) maka kitd dapat mencari fungsi green yang
terdefinisi pada persamaan (10). Sehingga maSalah strum-Liouville (1) mempunyai
penyelesaian yang dinyatakan oleh (2) dengan
vi(x)vo(s) 0<s<y&l
g(x,s) = .
vo(x)v1(s) 0< p<< )
Perhatikan bahwa fungsi-fdngsi YWontrivial v, dan v, yang memenuhi syarat batas
seperti pada persamaan (§ B seialu dapat diperoleh.

Ambil v, (x) sebagdi pényelesaian masalah syarat awal

v y=0|
Lyv=0 i=0,1

Wi)=1

dengan asumst A, = A = 0.
Sehingga eksistensi fungsi green dari masalah ini bergantung pada pencarian syarat
pW = -1, pada persamaan (11).

Pertanyaannya sekarang, bilamana masalah Strum-Liouville (1) mempunyai fungs

Green.

20
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Teorema 1:

Masalah Strum-Liouville (1) mempunyai fungsi Green jika dan hanya jika masalah
homogennya (padaf(x)= 0)mempunyai penyelesaian yang trivial (y = 0), fungsi
greennya didefimsikan oleh persamaan

gl(x,s) = {vl (x)vo(s) O<s<x<l

vo(x)v1(s) 0<x<s<l
dan

Lvg=0 ,vo memenuhi syarat batas pada x = 0
Lv1=0 v memenuhisyaratbatas padax =1 .
pW=-1

Bukti:

{1)  Misalkan persamaan (D memplinya fungsi green maka
1
y(x) = jg(x,s) f(s)ds adalah penyeleSaiin unik bagi {1) untuk setiap fungsi
0
f{x) yang kontinu.
Jika f(x)=0 mala (¥ =0 Vx.

(2)  Misalkan persaifiaa) homogen Ly=0 mempunyai penyelesaian trivial yaitu y=0.

Ambil v, @m= penyelesaian non trivial yang memenuhi

vo#O , Lvy=0 V=0 padax=0
viz0 , Ly, =0 vy =0 padax=0
Gunakan Lagrange :

d
Vo Lvy — v Lvy=- E[p(vov{ - V1V01)]
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karena Lv, =0 dan Lv, =0

0=- i[P(Vo"’i - V1V01)]

dx
Integralkan
diperoleh :
C=—plvevi - viv] (12)
C=-pW
atau pW=-C

Misalkan C=0 karena p>( maka W=0.

Karena W=0 maka v,, v, saling bergantung Linier.

Dari syarat batas : v,(0)=v;(1)=0 dan v,#) ‘Geigantung Linier maka
vo(1)=7,(0)=0.

Ini artinya v,(x) atau v,(x) juga penyelesaialtfivial bagi Ly=0.

Hal ini kontradiksi dengan asumsi®ehweZy~=0 hanya mempunyai penyelesaian
trivial y=0.

Jadi C=#=0

) Vo
Ambil vy = —?

CY> P[Vo"f - Vlvi] (12)
Substitusi ke (12)
C C C
lr—p[— v‘g{ +-‘%ﬂ} (13)
22
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1%
Ambil vy =— EO dan substitusi ke (13)

1=— p[vov{ + vlv(',]

1 =— pW atau pW = -1

Teorema 2

Asumsikan bahwa persamaan (1) yang homogen mempunyai penyelesajan yang trivial.
Misalkan g(x,s) adalah fungsi vang didefinisikan oleh persamaan (1 1) dén (12).

maka :

1 g(x,s) kontinu pada daerah 0<x, s<1dan mepwpuifyziturunan kedua yang

kontinu pada setiap segitiga 0 < s < x < ldan @ s/x %5 <1. Pada setiap segitiga

Lg = 0 dimana L. adalah fungsi dari x.
(iiy g(x,s)memenuhi syarat batas pada xz 0donx =1

(iii)) Vs dengan 0 <s<1

gx(5+,5] - g [s‘,s] A

Y
Sy

Sebaliknya sifat (i)damn (ir) menjadikan suatu fungsi yang unik demikian sehingga

persamaan (2) mesupakan penyelesaian bagi persamaan (1).

Bukti :
Misalkan g(x, s)di definisikan oleh (11) dan (12).

Dari (12) jelas bahwa sifat (i) dan (ii) demikian oleh g(x,s)

Juga gy (s+ ,s] —gx [s_ ,s] =v{(s)vo(s) - vo(s)1(s) = W(s)

dari (12)
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Jadi g(x,s)yang didefinisikan oleh (11) dan (12) memiliki sifat yang diinginkan.

Misalkan ~ g(x,s)juga memiliki sifat (i) - (i) dan  membentuk

A x(s+ , s} ~A x[s” ,s) = 0, karena (iii) berlaku bagi g(x,s)ataupun g(x,s).

Karena itu, oleh (i) z(x) = Ax(s_ ,s) untuk s tertentu adalah kontinu dan mempunyai

turunan pertama yang kontinu pada silang 0 < x <1.
Jugaoleh (i) Z" =(-p'z’ +qz)/ p untuk x < sdan x> s.
Karena : p,p’,q,z dan z' kontinu pada s, maka z” juga kontinu pada 0<x <1.
Berikutnya, 7z = 0 dan z memenuhi syarat batas pada persamaan (1) oleli Tii).
Jadi z(x)=Oatau F(x,s)= g(x,s), karena persamaan homogerngarj persamaan (1)

mempunyai penyelesaian yang trivial.
Sifat symetri dari fungsi Green.

g(x,s) = g(s,x) untuld X, s < 1
Secara fisika ini artinya :
Temperatur pada x yang disybablan oleh satuan sumber panas pada s adalah sama

dengan temperatur pada s fapg Gisébabkan oleh unit sumber panas pada x.

Teorema 3:
Fungsi Green untuk masalah Strum-Liouville (1) adalah simetri, asalkan fungsi green
ada.

Fungsi Green ada jika p
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Bukti :

Misalkan z(x) adalah penyelesaian persamaan homogen dari persamaan (1).

—(pz')' +gz=0
2(0)— hgz'(0) = 0,z(1) + I z'(1) = 0

1 f(pz) +qz=0 <z

—z(pz')’ +qrz2 =0

2) Integralkan bagian demi bagian
3) Gunakan syarat batas

diperoleh :

1
n p(l)z’(1)2 +hop(0)z '(O)2 + p(x)z’(x)2 24 -0  dimana >0

é?‘

konstanta

Haruslah keempat bagian =0
Perhatikan z'(x) = Oatau z(x) =

Maka pada x =0 %
karena z(x) =0 mak@s'
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Bab VI

Kesimpulan dan Saran

Kesimpulan

Masalah Strum-Liouville :

(p(x)y')l +q(x)y = f(x) LO<x<l
2{(0)—hyy (0)=0
y)+hy (1)=0

I Mempunyai fungsi Green jika :

1) Masalah homogennya (f{x) = 0), mi&apiiyai solusi yang trivial.

Fungsi Green diberikan oleh:

- vi(xvold), NO0<s<x<1
8lx.s) = vo(xy{s)Y 0<x<s<1

dan

Lvyg=0 ,vo memenuhi syarat batas pada x = 0
=0 vy memenuhi syarat batas pada x =1
pW=-1

2) p(x)>0,g(x) =20k, 1y 20

IL. Fungsi Green g(x,s) = g(s,x), artinya fungsi Green simetri.
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Saran

1. Kesimetrian fungsi Green tidak ditinjau secara mendalam pada penenlitian ini,
karena untuk menjelaskan hal ini perlu di uraikan sifat-sifat fungsi Green yang
harus diyjabarkan melalui fungsi diperumum (generalised function). Untuk tujuan
itu maka diusulkan untuk melihat sifat-sifat fungsi Green pada penelitian lebih

lanjut.

2. Penelitian lebih lanjut tentang fungsi Green sebagai Kernel operatpmtegral perlu

diadakan untuk memperdalam pengertian fungst ini.

3. Tinjauan perilaku fungsi Green secara numerik €ada, Irasalah Strum-Liouville
dengan menggunakan software Matlab perluNdilakidkan untuk melihat secara

visual perilaku fungsi tersebut.
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