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=— PENDAHULUAN

@ alam modul ini dibahas fungsi bernilai real yang didefinisikan pada
suatu interval. Definisi derivatif suatu fungsi dimulai dengan derivatif
di suatu titik, kemudian didefinisikan fungsi terdiferensial pada subhimpunan
suatu interval. Selanjutnya ditunjukkan bahwa kekontinuan suatu fungsi
merupakan syarat perlu agar fungsi terdiferensial. Teknik pendiferensialan
tidak dibahas dalam modul ini.

Modul ini lebih menekankan segi teorinya daripada penggunaan praktis
hitung diferensial. Dua teorema yang sangat penting yaitu Teorema Rolle dan
Teorema Nilai Rata-rata mengawali pembahasan teori hitung diferensial ini,
selanjutnya dikembangkan untuk membahas Aturan L’Hospital tentang
penghitungan limit, Teorema Taylor, dan masalah nilai ekstrem. Kaitan
antara keterdiferensialan suatu fungsi dengan fungsi korespondensi satu-satu
maupun dengan fungsi monoton disajikan khusus sebagai suatu teorema.
Adanya nilai derivatif di antara dua nilai derivatif suatu fungsi ditunjukkan
sebagi Teorema Darboux.

Contoh soal maupun soal-soal dalam latihan diharapkan mengajak para
pembaca lebih memahami teori hitung diferensial, dan mengingat kembali
konsep-konsep dan teorema-teorema dalam analisis yang pernah dipelajari
dalam buku Analisis I.

Setelah mempelajari modul ini pembaca diharapkan dapat:

(@) memahami definisi derivatif suatu fungsi;

(b) memahami dan menggunakan teorema nilai rata-rata;
(c) memahami dan menggunakan tanda nilai fungsi derivatif;
(d) menggunakan teorema L’Hospital; dan

(e) menggunakan teorema Taylor.
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KEGIATAN BELAJAR 1

Derivatif

alam Buku Materi Pokok Analisis | telah dibahas perihal fungsi, mulai
dari fungsi yang bernilai real yang didefinisikan pada N, yaitu barisan,
kemudian yang didefinisikan pada subhimpunan dari R . Tentang nilai fungsi
dikenal nilai definisi, yaitu nilai menurut definisi fungsi itu, dan nilai limit.
Jika ¢ anggota domain D c Rfungsi f dan juga titik limit domain itu,

didefinisikan f kontinu di ¢ apabilalim f(x) = f(c). Fungsi f dikatakan

kontinu pada D jika f kontinu di setiap titik anggota D. Dalam Analisis |

telah dibahas panjang lebar tentang sifat-sifat fungsi kontinu. Dalam Modul 1
ini akan dibahas tentang fungsi terdiferensial (differentiable). Untuk maksud
ini akan dibahas konsep derivatif suatu fungsi yang didefinisikan pada suatu
interval.

A. DERIVATIF

Definisi 1.1

Diberikan fungsi f: a,b - R.

Untuk c e[a,b] dibentuk fungsi ¢(x) =

f-f© (a<x<hbx=c)
X—c¢

Jika lim ¢(x) ada dan real (berhingga) maka f dikatakan terdiferensial
X—C
(differentiable) di c. Nilai lim ¢(x) dinotasikan dengan f’(c) yang
X—C
dinamakan derivatif fungsi f dititik c. Jika f’(c) ada dan real untuk
setiap ¢ € E C[a,b] dikatakan f terdiferensial padaE . Jadi, f’

terdefinisikan di titik-titik pada[a,b]di mana limit ¢(x) untuk x mendekati
titik itu ada dan real, dan dinamakan fungsi derivatif dari f .

Tentu saja Anda memahami di ujung interval[a,b] fungsi f terdiferensial di

a atau dib apabila limit kanan Iim+ @(x) ada dan limit kiri lim ¢(x) ada.
X—a X—a
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Contoh 1.1
Mudah pembaca pahami bahwa fungsi konstan f(x)=k dan g(x)=x

terdiferensial pada R dengan f’(x)=0 dan g’(x) =1 ¥x€R.

Contoh 1.2
Tentukan fungsi derivaif f’untuk f :[0,00) — R dengan f(x)=+/Xx

Jawab:
Untuk 0 < X < oo maka
f/(x) = limg(t) = lim \/t_i\/; = lim ! = L
t—X t—-x t—X t—x \/t-—i—\/; 2\/;
ﬁ

Akan tetapi, f’(0)= lim ~— tidak ada di dalamR, jadi f tidak

t—0"

terdiferensial di 0.

Fungsi f(x) = /x terdiferensial pada (0,00) dan f’(x):% untuk
X

O<x<oo

Contoh 1.3
Buktikan jika f(x) =sinx dan g(x)=cosx maka f’(x)=cosx dan

g’'(x) =—sinx,¥x€R .

Bukti:
Untuk xeR,
it Zsin[t_x]cos[t+x]
£/ = limp(t) = lim 222X iy — COSX.
t—X t—Xx t—X t—X t—X

Demikian juga mudah dibuktikan bahwa g’(x) = —sin x.

Teorema 1.1

Jika f :[a,b] — R terdiferensial di suatu titik ¢ €[a,b]maka f kontinu di c.

Bukti:
tIim[f t)— ()] :tlim M lim(t—c)=f'(c).0=0

t—c t—c
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Jadi, lim f(t) = f(c) sehingga f kontinudi c.
t—cC

Tetapi sebaliknya tidak benar. Fungsi g(x)=|x| kontinu tetapi tidak
terdiferensial di 0.

x, jika x >0 9 -9 _

Fungsi X) = , jadi lim dan
ol 90=1 yjikax<o' A Nim =

lim le, sehingga lim 99 =90) igak ada dan g tidak

x—0T X x—0 X

terdiferensial di 0 meskipun kontinu di 0.

Teorema tentang rumus-rumus derivatif kombinasi dari dua fungsi
terdiferensial berikut ini buktinya sudah pembaca kenal dalam kalkulus.

Teorema 1.2
Jika fungsi f dan g didefiniskan pada [a,b]dan terdiferensial di titik
c €[a,b] maka

f+g, f—g, fg danl
g

terdiferensial di c dan
(f+9)(©)=1'(c)+9'(0);
(f-9)'(©)=1'()-9'(c);
(fg)'(c) = f'(c)g(c) + f(c)g’(c) ; dan

[i] 0 080 - 1©)g'()

> asalkan g(c)=0.
9 (9(c))

Teorema 1.3 (Aturan Rantai)

Diberikan fungsi f :[a,b] —[c,d], dan g:[c,d]— Rdan c€[a,b].
Jika f terdiferensial di ¢ dan g terdiferensial di f(c) maka fungsi
komposisi go f terdiferensial di ¢ dan mempunyai derivatif

(9o 1) ©=9'(fENf'E).
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Bukti:
Dibentuk fungsi

IN=9EED) _g1c)) jikay = f(c).yelc.d]

h(y) = —f(c

M=y (0) jikay = f(c),y €[c.d]
Maka h:[c,d]— R kontinu di f(c) karena diketahui bahwa g terdiferensial
di f(c).

Demikian juga karena diketahui f terdiferensial di ¢ maka f kontinu di ¢
sehingga fungsi komposisi ho f kontinu di c.
Jadi, lim(ho f)(x) =(ho f)(c)=0.
X—C
X—cC x—C¢  X—C

=g'(f(c)-f'()

Jadi, lim[(he £)()+g'(f (c))]

Di lain pihak
im (he 100 +0/(F )] =T _ iy 0 LN =0T (€) 1001 (0
X—C X—¢C x—c  F(X)—f(c) X—¢C
im 8GN0 E@) _ 6y
X—C X—C

Dengan demikian diperoleh (go f)'(c) =g’(f(c))f'(c).

Contoh 1.4

xsin1 ,untuk x = 0

Didefinisikan f (x) =
) X ,untukx =0

0
Tentukan f’(x) untuk xeR.

Jawab:

Fungsi f kontinu di 0, sebab untuk x =0 diperoleh

xsin L = x| sinL <|x| sehingga lim f(x)=0 dan f kontinudi 0,
X X Xx—0

sedangkan untuk x=0 fungsi f merupakan hasil kali dua fungsi kontinu
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jadi juga kontinu. Dengan demikian, f kontinu pada R, sehingga syarat
perlu untuk keterdiferensialan f dipenuhi (lihat Teorema 1.1).

Untuk x=0 dengan menggunakan aturan pendiferensialan hasilkali dua
fungsi dan aturan rantai diperoleh

f’(x) =1.sin [l] +X. cos[l][iz] =sin [E] [E] cos[l] untuk x=0.
X X x X} X X
Untuk x = 0 dengan definisi derivatif, dihitung

f)—fO) _
X

lim = lim sin[l] tidak ada.
x—0 x—0 X

Jadi, f tidak terdiferensial di 0. Dengan demikian f terdiferensial pada

R—{0}.

Contoh 1.5

Buktikan fungsi f dengan f(x):x2 cos[i] untuk x=0 dan f(0)=0
X

terdiferensial pada R.

Bukti:
Fungsi f jelas kontinu untuk x=0 sebab merupakan hasilkali dua fungsi
kontinu.

1

Untuk x=0, |f(x)|:|x|2 cos §|x|2 sehingga Iirrg)f(x)=0: f (0) dan
X—

f kontinudi 0.
Syarat perlu untuk adanya derivatif di titik pada R dipenuhi.

Untuk x =0 maka f’(x):2xcosl—sin1 dan
X X

f/(0) = lim TX=10 = lim xcos,E =0. Jadi, f terdiferensial pada R.
x—0 X x—0 X

Dua teorema berikut sangat penting dalam penelahan fungsi real.
Penggunaan kedua teorema ini menghasilkan manfaat dalam teori optimisasi,
deret Taylor, letak nilai nol fungsi dan dalam kawasan lainnya.
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Teorema 1.4a (Teorema Rolle)

Jika f :[a,b] = R kontinu pada interval tertutup [a,b]dan terdiferensial
pada interval terbuka (a,b), dan f(a)= f(b) maka terdapat &£ e (a,b)

sehingga f'(£)=0

Bukti:

Jika f(xX)= f(a),vx<[a,b] maka f(x) konstan pada [a,b]sehingga
f/(x) =

Jika f tidak konstan maka menurut teorema tentang fungsi kontinu pada
interval tertutup terbatas, terdapat x, dan x, dalam (a,b) sehingga
f(x)=inf{f(x):x[a,b]} dan f(x,)=sup{f(x):x<[a,b]}.Untuk

titik x, maka MSOjika X —8 < x <% dan f(x)—f(x) >0
X=X X—X%
jika ¥ <X < +ountuk suatu 5>0. Jadi lim Mgo dan
X—X— X=X

lim f (X) —f (Xl)

>0 . Karena diketahui f terdiferensial di x, maka kedua
X—>X1+ X— Xl

nilai limit ini harus sama, jadi f/(x) = lim -0 =T _ g
X—X X_Xl

Teorema 1.4b (Teorema Nilai Rata-rata)

Jika f;[a,b] — R kontinu pada [a,b] dan terdiferensial pada (a,b) maka
fo)-f@

terdapat &£ € (a,b) dengan f'(¢) = —

Bukti:
Dibentuk fungsi F(x) = f (X)+ Ax+ B pada [a,b] dengan A dan B dipilih

sehingga F(a) = F(b) =0, jadi A= f(ag— f (b) dan

_f(a)raP)=T®)

FOO= (0~ f (@) (x— a)w
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Jadi F Kkontinu pada [a,b] dan terdiferensial pada (a,b) dengan
F(@)=F(b). Menurut Teorema Rolle, terdapat &< (a,b) sehingga

Fi©) =0, jadi £/(5)=1O—1@
b—a
Dalam bukti Teorema Rolle tersimpul suatu langkah penting tentang
nilai minimum (maksimum) di titik interior interval [a,b] yang kita angkat

menjadi lemma berikut.

Lemmal.l

Jika fungsi f yang kontinu pada [a,b] dan terdiferensial pada (a,b)
mempunyai nilai maksimum (minimum) di titik interior x, € (a,b) maka
f'(x,) =0.

Contoh 1.6
Buktikan untuk h>0 dan «>1 berlaku (1+h)* >1+ah.

Bukti:

Ditinjau fungsi f (x) = x* yang kontinu dan terdiferensial pada[L,1+h].

Menurut Teorema nilai Rata-rata terdapat & € (1,1+h) dengan
fl+h)—f(

karena diketahui £ >1 dan «—1>0.

Teorema berikut adalah sebagai akibat teorema nilai rata-rata.

Jjadi +h)* —1=hf’(£) = hac™ " > ah
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Teorema 1.5

Jika f :[a,b] — R kontinu pada [a,b] dan terdiferensial pada (a,b) maka
(i) f/(x)=0,vx € (a,b)=f fungsi korespondensi 1-1 pada [a,b].
(i) f'(x) =0,vx € (a,b) = f konstan.

(i) f'(x) >0,vx € (a,b) = f naik tegas pada [a,b].
(iv) f'(x) <0,vx €(a,b) = f turun tegas pada [a,b].
(v) f'(x)>0,vx € (a,b) = f naik pada [a,b].

(vi) f/(x) <0,vx € (a,b) = f turun pada [a,b].

Bukti:

(i) Fungsi f :[a,b] — R adalah fungsi korespondensi 1-1 jika x = y €[a,b]
maka f(x)= f(y)e€ f([a,b]). Untuk a<x <y <b maka 3£ €(x,Y)
dan f(y)—f(x)= (y—x)f’(£) =0 karena diketahui bahwa

f’(t) =0,Vt € (a,b). Jadi f korespondensi 1-1 pada [a,b].
(if) Untuk a<x<y<bh,3& e (xYy) sehingga
fy)—f(X)=(y—x)f'(&)=0. Jadi f(x) konstan sama dengan f (a).
(iii) Karena f’(t) >0,vtc(a,b) maka a<x<y<b=3&<c(x,Y),
f(Y)—f(X)=(y—x)f'(¢&)>0.Jadi a<x<y<b= f(x)< f(y)

sehingga f naik tegas pada [a,b].

(v) Untuk a<x<y<b,3&e(xYy) sehingga

f(y)— f(x)=(y—x)f'(&)>0.Jadi f naik pada [a,b].
(iv) dan (vi) berturut-turut dibuktikan seperti (iii) dan (v).

Lemma 1.2

Jika f dan g fungsi bernilai real yang kontinu pada [a,b] dan terdiferensial
pada (a,b), dan jika f’(x)=g’(x),vx €< (a,b)maka terdapat kR
sehingga f (x) = g(x) +k, ¥x €[a,b].

Bukti: Gunakan Teorema 1.5 (ii) untuk fungsi f —g.

Contoh 1.7
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Jika f fungsi dari R ke dalam R dan |f(x)— f(y)|<|x—y|" untuk suatu
p >1, buktikan bahwa f konstan.

Bukti:

‘M <|x—y|" " dengan p—1>0.
X—y

Jadi lim |- =T () < lim|x— y|p7l =0 sehingga f’(x)=0 untuk
=yl X—y x—y

sembarang x € R. Menurut Teorema 1.5(ii) maka f konstan.

Contoh 1.8
Jika f:(a,b) — R terdiferensial pada (a,b) dan terdapat M >0 sehingga

|£/(x)| <M, Vx e (ab) buktikan bahwa:
(a) f kontinu seragam pada (a,b)
(b) lim f(x) dan lim f(x) ada.

x—at x—h~

Bukti:
—f() _

(@) Karena Iimf—f f’(x) maka lim
y—x y—X y—X

=[f'(x)|.

f(y)—f(x)
y—X
dn>0,vy € (a,b),

<[ +1<M +1.

0<|y—x|<n¢‘—f(y)_f(x)
y—X

Ve (ah),0<|y—x <n=|f(y)— f(¥)|<(M+1)|y—x ini berlaku
vx € (a,b).
Karena f terdiferensial [jadi f kontinu, maka lim f(y) = f(x)]

y—X

sehingga untuk semua x,y € (a,b) dan
[x—y|<n=]f(x)—f(y)<(M+D)|x—y].

Jika diberikan £>0 dan 6 = min{n,MLH} maka VX, y € (a,b),

x—y|<s=|f()—f(y)<e
Terbukti f kontinu seragam pada (a,b).
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(b) Vx,y€(aa+ds)=|f(x)— f(y)|<e.likay tetap maka
f(y)—e<f(xX)< f(y)+e¢.
Jadi E={f(x):xe(a,a+06)} terbatas sehingga A=infE dan
B =supE ada. Tergantung kepada sifat fungsi f maka Iim+ f(x)

X—a

adalah A atau B. Dengan cara yang serupa ditentukan lim f (X).
x—b~

Contoh 1.9

Buktikan bahwa persamaan x® —3x+b =0 paling banyak mempunyai satu
akar di dalam [—1,1].

Bukti:
Ditinjau fungsi kontinu dan terdiferensial pada [—11]. Fungsi derivatif

f/(x) =3x* —3<0,¥x € (—1,1). Menurut Teorema 1.5(i) dan (iv) f fungsi
korespondensi  1-1 dan turun tegas pada [-11]. Karena
f(-)=2+b> f(1) =—2+bdan f kontinu pada [—1,1] maka persamaan
tidak mempunyai akar di dalam [—1,1] apabila b—2>0 ataub+2<0.
Jika —2<b<2 dan mengingat f turun tegas, yaitu jika b>—2 dan
b <2, atau jika b <2 dan b>—2 maka persamaan mempunyai tepat satu
akar di dalam [—1,1]. Jadi untuk semua nilai dari b persamaan

x® —3x* +b =0 paling banyak mempunyai satu akar di dalam [—1,1].

Contoh 1.10
Jika f fungsi terdiferensial dari R ke dalam R dengan f(0) =0 dan

|£/(x)| <] f ()], ¥x € R, buktikan bahwa f (x) =0 pada R.

Bukti:
Diandaikan bahwa f tidak konstan nol pada R. Karena f kontinu pada R

maka himpunan Z ={x:f(x)=0} tertutup. Menurut Teorema 5.10,
Analisis 1, Z°memuat (a,b)dengan a atau b atau keduanya dalam Z
dan f(x) =0, boleh dimisalkan f(x)>0,a <x<b. Ambil titik ¢ <b dan
c—a<l dan f(d)=maks{f(x):xe[a,c]}. Dengan menggunakan
teorema nilai rata-rata dan mengingat f(d) > 0 dan f(a) = 0, maka
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[f(d)|=f(d)=(d—a)f'(£) <(d—a)|f'(¢ < (d—a)|f(&)
={@d-a)f(f)<(d-a)f(d)

dengan ¢ nilai tertentu di antara a dan d. Jadi 0 < f(d) <(d—a)f(d).

Terjadi kontradiksi karena (d —a) <1.

Contoh 1.11
Fungsi f dan g mempunyai derivatif yang kontinu pada interval | .

Tunjukkan bahwa jika fg’—gf =0 pada | , maka nilai-nilai nol f dan g
satu dengan yang lain saling terpisah.

Bukti:
Karena f dan g mempunyai derivatif yang kontinu pada |, maka fungsi

fg’—gf’ kontinu pada | . Karena itu fg’—gf’ tidak mungkin berubah

tanda pada | , sebab untuk perubahan tanda ini fungsi ini harus bernilai nol
di suatu titik pada | , kontradiksi dengan fg’—gf’=0 pada I .

Andaikan a dan b dua nilai nol yang berturutan dari f . Akan dibuktikan
terdapat tepat satu nilai nol c dari g dan a<c<b. Jadi f(x)=0 untuk
a<x<b.Karena fg'—gf’=0 dan f(a)=0 maka g(a)=0.

Diasumsikan f(x) >0 untuk a<x<b dan g(a)>0. Maka fungsi Al
g

F9' -9 ') 5
(f(0)

fg’—gf ' >0 maka Al naik tegas pada (a,b), dan ini tidak mungkin terjadi
g

terdiferensial pada (a,b) dan

] (x) =

f
g

karena Iim+

X—a

é(x)=+oo. Jadi fg’ —gf ' <0dan t turun tegas pada
g

(a,b) mulai dari + o0 melalui 0 menuju ke —oc. Jadi i bernilai 0 di tepat
g9

satu titik ¢ € (a,b) dan tepat ada satu nilai nol dari g di antara dua nilai nol
dari f . Karena peran f dan g dalam masalah ini simetris, maka di antara
dua nilai nol yang berturutan terdapat satu nilai nol dari f .
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Tiga kasus untuk asumsi yang lain dibahas dengan cara yang semacam.

Teorema 1.6 (Teorema Nilai Rata-rata Umum)

Jika fungsi f dan g kontinu pada [a,b]dan terdiferensial pada (a,b), maka
f(b)—f(@) ')

terdapat ,b) sehi = :
erdapat £ < (a,b) sehingga ab)—g@) 9@

Bukti:
Dibentuk fungsi h(x) =[f (b) — f (a)]g(x) —[g(b) —g(a)] f (X) . Maka h

kontinu pada [a,b] dan terdiferensial pada (a,b) lagi pula h(a) =h(b) .
Menurut Teorema Rolle terdapat & € (a,b) dengan h'(£) =0 dan terbuktilah
teorema di atas.

Sebagai akibat dari teorema nilai rata-rata umum adalah Aturan
L’Hospital yang sangat bermanfaat untuk menghitung jenis-jenis tertentu
tentang limit.

B. ATURAN L’HOSPITAL

Teorema 1.7 (Aturan L’Hospital)

Diberikan fungsi f dan g :(a,b) — R dan g’(x) =0 untuk x € (a,b),

dan lim ﬂ: L.
x—a' g(x)
Jika
lim f(x) = lim g(x) =0 Q)
atau
Iin1 f(x)= Iin1 g(x) =0 (i)
maka lim M: L.
x—a” g(X)
Bukti:

Diberikan 0<g<1. Maka 36 >0 sehingga untuka<x<a-+¢ ketiga
ketaksamaan berikut ini berlaku.
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1) —-—e<f(X<e
2 —-—e<gX)<e
f'(x)
9'(x)
Jika a < x<y<a+d maka menurut Teorema 1.6 3£ € (x,y) sehingga
Lo f-tm) _
g()—g(y) 9’

Karena lim f(x) = lim g(x) =0 dan jika dalam (4) diambil x — a maka
x—at x—a’

(B) L-e< <L+e

<L+es 4

f(x) — 0 dan g(x) — 0 sehingga diperoleh ‘%—L < & untuk

a<y<a+o.
Jadi, jika diberikan ¢ >0, 35 >0 sehingga V¥x,0 < x < J berlaku

‘M— L| < &. Jadi terbukti lim @ =L.
a(x) x—at g(X)

Jika lim f(x) = lim g(x) = ocodiambil y tetap dalam (4) dan dibetuk fungsi
x—at x—at

L 9O)
v —1_%.
f(x)
ka0 = B o i
%_w(x) ;:Eg (a<x<y<a+9).

Oleh karena (ii) maka limy(x)=1 sehinggadn,0<n < berlaku
x—a’

ly(x)—1 <& untuk a<x<a-+n. Karena 0<e<1 maka |p(x)|<2
untuk a<x<a-+#. Mengingat (ii) dan (4) maka |y ()| <2, [pw(x)-1<e

WG
9'(®)

dan

<& untuk a<x<a-+rn,sehingga diperoleh
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M_LH &) ‘ CLv(+L —L‘
‘g(x) s g (5) v+t
<@ -3 <2+

Jadi terbukti bahwa jika lim f(x) = lim g(x) =c0 maka jika diberikan

f(x)

0<e <1 tedapat 7 >0, Vx € (a,a+7) berlaku 200" <(2+[L))e

Dengan demikian telah dibuktikan I|m F(x) =L.
x—a' g(x)

Jelas bahwa hasil di atas berlaku juga untuk limit kiri, selanjutnya hasil
yang diperoleh untuk limit satu arah mudah diperluas untuk limit dua arah.
Aturan L’Hospital juga berlaku untuk limit tak hingga dan limit di tak
hingga.

Teorema 1.8

Diberikan fungsi f dan g terdiferensial pada (a,b)dengan g(x) =0 dan

g’(x) F) =00 (atau —oo).
- g'(x)
(i) jika I|m f(x)= I|m g(x)=0 maka lim M:oo (atau —o0);
x—a" g(X)
(i) jika lim f(x) = lim g(x) =co maka I|m EX; oo (atau —oo).

Bukti:

(i) Diberikan £>0 dan M >0.
Maka terdapat 6>0 sehingga —s < f(X) <&, —e<g(X)<eg, dan
f'(x)
9'(x)

_ !/
S6 € (uy) dan TO=F0)_ T
a(y)—9(0) 9

>M untuk x<y<a+d. Pilihydan a<x<y<a+dJ maka
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Jika diambil y — a* maka diperoleh %> M. Jadi diberikan M >0
g(x

terdapat & >0 sehingga untuk a <x <a+¢ berlaku M> M .

g(x)
Jadi, fim 1+ —
—a g(x)
(if) Diberikan M >0. Maka 36 >0 sehingga berlaku tiga ketaksamaan

f(X)>M,g(x)> M, f(X)>|v| VX € (a,a+d).

9'(x)
Dipilih y dan a<y<x<a+d, maka I&,x<E <y dan fungsi
)
f(y) fly)  f)—f) _ ()
V= g0 MY T o 0©
a(y)

Jadi, untuk y — a* diperoleh lim w(x) =1 dan

lim M: lim () =
e £(X) xa g/(€)

Teorema 1.9

Jika f dan g terdiferensial pada (b,o0) dengan g(x) = 0, g’(x) = 0 untuk
f'(x)
g'(x

x € (b,o0) dan I|m ) =oo (atau —o0).

(i) jika lim f(x)= lim g(x) =0 maka lim —— F(x )
SR = g(x)

(ii) jika lim f(x) = lim g(x) = 0o maka lim &) —
T g

Dengan mengadakan perubahan seperlunya teorema juga berlaku untuk
X— —00.

Bukti:
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Dengan mengadakan pengubahan variabel x :% perhatikan fungsi F dan G

untuk t e

b dengan F(t) = f[ ] dan G(t):g[%] untuk 0<t<%.

Maka kita mempunyai fungsi F dan G terdiferensial pada [O%] dengan
lim f(x) = lim F(t) dan lim g(x) = lim G(t)
X—00 t—0t X—00 t—0*

F/0) _ O 100 i £00 i FIO

G'(t) g'()(-1/t%) g'(x) o g/(x) o G/(t)

Dengan pengubahan variabel ini Teorema 1.9 berubah menjadi Teorema 1.8.

Catatan : Untuk mudahnya Aturan L’Hospital ini digunakan untuk

menghitung limit berbentukgatau 2 dari M dengan
0 00 g(x)
!

menghitung lim——= f(x) =Ilim (%) untuk a bilangan real, atau

x—ag(x) x—ag'(x)
+00.

Aturan L’Hospital digunakan untuk menghitung limit bentuk tak tentu %

atau == dan bentuk tak tentu yang lain yang dapat dibawa ke bentuk itu
o

00 —00, 00.0,17,0°, dan oo’ dengan melakukan manipulasi aljabar atau
menggunakan fungsi logaritma atau eksponensial. Sesungguhnya teknik
penghitungan limit dengan menggunakan aturan L.’Hospital sudah diberikan

dalam kuliah kalkulus, sehingga tidak perlu diulang lagi di sini. Namun, ada
baiknya diberikan beberapa contoh.

Contoh 1.12
€)] Bentuk%

sinx COS X
L lim—=Ilim——=1,
x—0 X x—=0 1



(b)

(©)

(d)

(€)

. l1-cosx . sinx . COSX
2. lim > =lim =lim =1/2;
x—0 X x—0 2X x—0
X X
. -1 .. e
3. lim =lim—=1
x—0 X x—0 1
0
Bentuk —
(0.
1
| ©
4. lim —= = lim X =0
x—00 X x—00 1
3 2
. 3X 6X . 6
5. lim—=lim — = lim =lim—=0
Xﬂooe X—00 e)< X—00 eX X—00 ex
coS |
Insinx . sinx _ Wm(cosx) 4
6.lim =lim == =—=
x—0 Inx x—0 1 I|r'r(1)(smx) 1
= -
X X
. 0
Bentuk co—oo dibawa ke bentuk 6
(1 1 . sinx—x . cosx—1
7. lim|=——|= lim ——=lim—
=07 X sinx) x—0 XSinx x=0 Sin X 4 X COS X
. —sinx 0
= lim =—=

x—-0" 2C0SX——XSiNX 2

Bentuk 0.0c dibawa ke bentuk =

o0
1
. . Inx . < .
8. lim xInx= lim —= = lim —*— = lim(-x)=0.
x—0' x—ot 1 X0 _i X0’
X X2
Bentuk 0°

ANALISIS Il ©
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9. Mengingat kekontinuan fungsi f (t) = e' maka

lim xInx
=g =el=1,

lim x* = lim e

x—07" x—0"

(f) Bentuk 1

lim xIn 1+l

10. lim [1+1] = { X]:elze, karena

X—00 X
-1
In[1+l] [1+1] [—12]
) X . X X )
lim—— =~ = lim~—>2 ~ 2/ — lim—=1
X—00 1 X—00 1 X—00 1
CRE T
X X X
(9) Bentuk oc®
i _']_ x lim xln[l+£]
11. lim [14——] = x) —¢% =1, karena
x—0" X

>

-1
1 1 1
Inf1+ = 1+=1 |-
. 1 . . X . 1
lim xIn|14+=|= lim = lim = lim ———=0.
x—0" X x—0" x—0F 1 x—0F

- - 1+f
X X X

C. PENDIFERENSIALAN FUNGSI INVERS

Diberikan fungsi f fungsi korespondensi 1-1 pada interval [a,b].
Maka tentu saja f mempunyai fungsi invers, dan jika f juga terdiferensial,
wajar jika timbul pertanyaan tentang adanya derivatif dari fungsi invers.

Teorema 1.10

Diberikan fungsi f :[a,b] — Ryang terdiferesial pada [a,b] dengan
f/(xX)=0 untuk semua x €[a,b]. Maka f * ada dan terdiferensial pada

f ([a,b]) dengan (f‘l)’(f(x)):%(x),we[a,b].

Bukti:
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Eksistensi fungsi f " sebagai akibat dari Teorema 1.5(a).

Jika m=inf{f (x):x €[a,b]}dan M =sup{f (x):x €[a,b]} maka

f ([a,b]) =[m,M].

Dimisalkan y ,€[m,M] dengan f *(y,) =X, dan <y, > barisan dengan
Yo €M M, Yo = Yo, Yo = Yo

Dibentuk barisan < x. > dengan x, = f '(y,),n € N. Menurut teorema
fungsi f ' kontinu pada [m, M] sehingga barisan < x, = f *(y,) >
konvergen ke x, = f '(y,) . Karena f fungsi 1-1 maka x, = X, . Ini
berakibat bahwa

PO 0) . X% 1
Yo = Yo FO0) = T00) /(%)
Jadi, untuk x, = f*(y,), atau y, = f(x,) terbukti bahwa
. X, — X 1
(FH/(f(x) = lim—n " _ .
TR ) ) (%)

Contoh: y= f(x) =tanx terdiferensial pada [0%] , T/(x) =sec®x=0.

x=f'(y)=arctany,

1 1 1
fﬁl / = = =
(F0) sec?x 1+tan’x 1+y

5+ Y € (—00,00).

Teorema berikut adalah Teorema Nilai Antara untuk fungsi derivatif.

Teorema 1.11 (Teorema Darboux)

Jika f terdiferensial pada [a,b] dan A suatu bilangan di antara f’(a) dan
f’(b) , maka paling sedikit ada satu titik ¢ € (a,b) dan f’(c)=A.

Bukti:

Diandaikan f’(a) < A < f’(b). Didefinisikan g pada [a,b] oleh

g(x) = Ax— f(X) untuk x pada [a,b] Karena g kontinu maka g mencapai
nilai maksimum pada [a,b]. Karena g’(a) = A — f’(a) > 0, maka menurut
Lemma 1.1 nilai maksimum tidak terjadi di x =a . Dengan cara sama karena
g’(b) = A— f'(b) < 0 maka nilai maksimum tidak terjadi di x=»b. Oleh
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karena itu g mencapai maksimum di suatu titik ¢ € (a,b) . Sekali lagi
menurut Lemma 1.1 karena g mencapai maksimum di titik interior interval
[a,b] di mana g terdiferensial maka 0= g’(c) = A— f’(c). Jadi
f'lcy=1.

Contoh 1.13
Diberikan restriksi fungsi signum g dari [—1,1] ke dalam R

1, untuk x>0
g(x)=1 0, untuk x=0
—1, untuk x<0

Apakah ada fungsi yang terdiferensial pada [—1,1] yang derivatifnya sama
dengan g(x)?

Jawab:

Andaikan ada fungsi f dengan f’(x) = g(x) pada [—1,1] Jadi f’(0)=0 dan
/(1) =1. Dengan demikian tidak ada nilai f’(x) di antara f’(0) dan f’(1).
Kontradiksi dengan Teorema 1.11 sebab diandaikan f terdiferensial pada
[—1,1] jadi juga pada [0,1]. Jadi tidak mungkin ada fungsi yang derivatifnya
sama dengan g(x) pada [—1,1].

&l% LATIHAN
=

Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di atas,
kerjakanlah latihan berikut!

1. Diberikan fungsi f dari R ke dalam R dengan
[F)—F(y|<(x=y)* ™ yeR.
Buktikan bahwa f fungsi konstan.

2. Diberikan fungsi terdiferensial g dari R ke dalam R dengan derivatif
yang terbatas. Ditentukan ¢ >0 dan didefinisikan fungsi
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f(x) = x+e&g(x) . Buktikan bahwa f fungsi korespondensi 1-1 jika ¢
cukup kecil.

Diberikan fungsi f :[a,b] — R yang terdiferensial di ¢ €[a,b].
Buktikan untuk & >0 yang diberikan terdapat & >0 sehingga untuk
0<|x—y|<& dan a<x<c<y<h berlaku
f)—f(y)
X=y
Buktikan bahwa untuk 0 <o <1 dan x>0 maka x* <ax+(@1—«).

—fl(y)|<e.

Kemudian untuk a>0 dan b>0 buktikan a“b** <aa +(1—a)b dan

kesamaan berlaku jika dan hanya jika a=b.

Petunjuk: Tinjaulah fungsi kontinu g(x) = x“ —ax pada [0, c0) dan
terdiferensial pada (0, ) .

Jika ¢c,,c,...,C, 4,C, Konstanta real dan jika

C+&_|_C_2_|_ _|_C_”_
72 3 7 (n+)

Buktikan bahwa persamaan C, +¢,X+C,X* +...+¢,X" =0 paling
sedikit mempunyai satu akar di antara 0 dan 1.

Diberikan f :[a,b] — R kontinu pada [a,b] dan terdiferensial pada
(a,b). Buktikan jika lim f’(x)= A maka f’(a) ada dan sama dengan
x—a’

A.

Fungsi terdiferensial f :[a,b] — R dikatakan terdiferensial seragam
pada [a,b] jika untuk setiap £ >0 yang diberikan terdapat 5 >0
sehingga Vx,y €[a,b] dan 0 < |xf y| < 6 berlaku
f(x)—f(y)
X

—f(y)<e.

Buktikan bahwa jika f terdiferensial seragam pada [a,b] maka f’
kontinu pada [a,b].
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8.

10. Apakah fungsi yang didefinisikan oleh f (x) :{

Diberikan fungsi f :[0,2] — R yang kontinu pada [0, 2] dan
terdiferensial pada (0,2), dengan f(0)=0, f(1) =1 f(2)=1.
Buktikan terdapat:

@ x €(01)dan f'(x)=1;

(b) x, €(1,2) dan f'(x,)=0;dan

(¢) %, € (0,2)dan f’(x3):%

Tentang fungsi f diketahui bahwa : kontinu pada [0, c); terdiferensial
pada (0,00), f(0)=0; dan f’ naik monoton.

()

Dibentuk fungsi g(x) = untuk x>0.

Buktikan bahwa g naik monoton.

1, jika x rasional
0, jika xirasional
untuk x €[0,1] dapat menjadi derivatif sesuatu fungsi?

Petunjuk Penyelesaian Latihan

1.

2.

Diberikan £ >0. Pilihlah § =& maka untuk

0<|x— y|<5:>‘M

< & untuk y sembarang.

Jadi f’(y)=0,Vy €R sehingga f konstan.

Terdapat M > Osehingga |g'(x)| < M, ¥x € R . Maka
[T/ -1=¢|g'(0)| < eM

Untuk e =1M maka 2<f (x)< JJadi f/(x) =0,¥x€R dan

menurut Teorema 1.5(i) f koresponden5| 1-1.
Diberikan

£>0,36>0,0<[t—c|]<5= f’(c)—%<%< f’(c)+§ . (1)
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Untuk a<x<c<y<bdan 0<|x—y| <5 maka
c—o<x<c<y<c+7.

Jika x tetap maka lim fO)—f(y) _ f(¥)—f(0)
yoet o X=y X—c

sebab f fungsi

kontinu.
Jadi,
F—f©) & _ 10—l -1 &
X—C 2 X—Y X—C 2
Mengingat (1), maka

f)-f) & _ f(X)*f(Y)< f(x)—f(c)
X—C 2 X—y X—C

fO)—f(y)
X—y

flc)—e < +%<f’(c)+g.

Terbukti —f'(c) < e.

Ditinjau g(x) =x* —ax,x >0. Karena 0 <a <1 maka g(x) kontinu
dan terdiferensial dengan g’(x) = ax** —a untuk x>0. Untuk

0 < x<1nilai g’(x) >0 dan untuk 1< x <oonilai g’(x) <0 . Karena
g fungsi kontinu dan g(x) naik tegas pada (0,1) maka g(x) <g(®
atau x* < ax+ (1—«a). Sekaligus terbukti bahwa dalam ketaksamaan

X* <ax+ (1—a) kesamaan hanya terjadi untuk x =1.

Jika diamb x:% untuk a>0 danb >0 maka diperoleh

a’b"™* <aa+(l—a)b dan kesamaan hanya terjadi untuk% =1 yaitu

a=Db.

ini H Cl 2 Cn—l n Cn n+1

Tinjaulah fungsi  f(X) =cX+—=X"+...... + == X" +——X dan
2 n n-+1

gunakan Teorema Rolle.

Diberikan £>0 maka 35 >0sehingga untuk a<<& <a+dJ berlaku
[t/ -Al<e.
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Karena f kontinu pada [a,a+ &]dan terdiferensial pada (a,a+9),
maka untuk a <x<a+¢ terdapat £ € (a,x) dan

%;(a) = (&) (Teorema Nilai Rata-rata)

Jadi diberikan £>0,36 >0,Vx € (a,a+38) = ‘M— A<e,
X—a
jadi f'(a)=A.
7. Karena f terdiferensial seragam pada [a,b] jika diberikan
£>0,35>0,vx,y €[a,b] dan 0<|x—y| <5 maka
)= F0) 1|2 gan TO=FO_ (1l -2
X—Y 2 y—X 2
Jadi
X—Yy y—X 2 2

untuk semua X,y €[a,b] dan 0 <|x—y| <& .
Karena f’(x)= f’(y) untuk x=y maka
(Ve >0)(35 > 0)(vx, y €[a,b][x—y| <5 =[f'(x) - f'(y)|<2) .

Jadi f’ kontinu seragam pada [a,b] sehingga kontinu pada [a,b].

8. (&) Gunakan Teorema Nilai Rata-rata pada interval [0,1].
(b) Gunakan Teorema Nilai Rata-rata pada interval [1,2].

(c) Pada [x,x,] fungsi f terdiferensial dengan f’(x)=1 dan
f’(x,) = 0. Menurut Teorema 1.11 terdapat X, € (x,%,) C (0,2)

sehingga f/(x3)=% karena f/(x1)>%> f/(x,).
xf'(x) — f(x)

9. Untuk x>0 maka g/(x) = 2
X
O

Jadiuntuk 0<x <y, g(y)—g(x)= ;

y —X) untuk

suatu & dan x<&<y.
Menurut Teorema Nilai Rata-rata f(&)—f(0)= &f/(&,), jadi
f(&)=£1/(&) dengan 0 <& < & sebab diketahui f(0)=0.
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Karena f’naik monoton maka f’(¢)—f'(£)>0.
Jadi untuk 0 < x <y berlaku

£t'(-<t'Q) _ 't .
& g B

Terbukti g(x) = ( ) naik monoton untuk x>0.

a(y)—9(x) =

Kontradiksi dengan Teorema 1.11 (Darboux), karena jika h

terdiferensial pada [0,1] dan h'(x) = f(x) maka h’[%]zo dan

.. 1 .
h'(1) =1, tetapi tidak ada x € ?1] sehingga h’(x) = 4 dengan

h’[iz] < A< h'(1). Jadi tidak mungkin ada fungsi f(x) menjadi fungsi
T

derivatif dari fungsi yang manapun pada iz,l
T

jadi juga pada [0,1].

RANGKUMAN

Fungsi f :[a,b] — R terdiferensial dic e[a,b] maka f kontinudi c
Teorema Rolle:
Jika f :[a,b]— R kontinu pada [a,b]dan terdiferensial pada (a,b)
dan f(a)= f(b) maka terdapat & € (a,b) sehingga f'(¢) =
Teorema Nilai Rata-rata:
Jika f :[a,b] — R kontinu pada[a,b]dan terdiferensial pada (a,b)
fb)-f@

b—a
Jika fungsi f kontinu pada [a,b] dan terdiferensiabel pada (a,b)

mempunyai nilai maksimum (minimum) di titik interior x, € (a,b)
maka f’'(x,)=0.

Jika f :[a,b] — R kotinu pada [a,b]dan terdiferensial pada (a,b) maka
(i) f/(x) = 0,Vx € (a,b) = f korespondensi 1-1 pada [a,b]

maka terdapat & € (a,b) sehingga f'(&) =
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8.

% TES FORMATIF 1

1.

(i) f'(x) = 0,vx € (a,b) = f konstan pada [a,b]
(i) f'(x) > 0,Vx € (a,b) = f naik tegas pada [a,b]
(iv) f'(x) <0,¥x € (a,b) = f turun tegas pada [a,b]
(v) f/(x) >0,Vx € (a,b) = f naik pada [a,b]

(vi) f/(x) <0,¥x € (a,b) = f turun pada [a,b]

Teorema Nilai Rata-rata Umum:
Jika f dan g kontinu pada [a,b] dan terdiferensial pada (a,b) maka

fo)—f(a) _ /(&) _
gb)—g(@ g’

Aturan L’Hospital digunakan untuk menghitung limit berbentuk g

atau = dari 1 dengan menghitung lim F(x )_Ilm f,(x)
© 9(x) ag(x) 2 g(x)

real atau too (lihat Teorema 1.7, 1.8, 1.9.)
Teorema Darboux: Jika f terdiferensial pada [a,b] dan A di antara

f’(a) dan f’(b) maka terdapat c € (a,b) sehingga f'(c) =

terdapat & € (a,b) sehingga

untuk a

Coba kerjakan sendiri terlebih dahulu, sebelum melihat jawaban!

Diberikan fungsi f :[a,b] — R terdiferensial pada (a,b) dan terdapat
M >0 sedemikian hingga |f'(x)| <M, V¥x e (a,b) buktikan bahwa:

(i) f kontinu seragam pada (a,b).

(i) !(ILT; f(x) dan leirg f(x) ada.

Gunakan Teorema Nilai Rata-rata untuk membuktikan «/1+h <1+g

untuk h>0. Apakah ada cara yang lebih mudah untuk mengerjakan ini?
x2, jikax rasional

Diberikan fungsi f dengan rumus f(x)= . L .
0, jikax irasional

Apakah f(0)ada? Apakah f’(x)ada untuk x==0?
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p
4. Tunjukkan bahwa lim>- =0 dan Iimln—pX:O untuk setiap bilangan
X—® @ X—>o @

bulat positif p.
5. Hitunglah Iirrg(cotx—llx) dan Iirrgxlnx.

6. Jika f :[a,b] — R terdiferensial dalam (a,b) dan x, € (a,b) hitunglah

lim o+ - T —h)
h—0 2h

Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 1 yang
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawaban yang benar.
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 1.

. Jumlah Jawaban yang Benar
Tingkat penguasaan = x100%
Jumlah Soal

Aurti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali
80 - 89% = baik
70 - 79% = cukup
<70% = kurang

Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat
meneruskan dengan Kegiatan Belajar 2. Bagus! Jika masih di bawah 80%,
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar 1, terutama bagian yang
belum dikuasai.
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KEGIATAN BELAJAR 2

Teorema Taylor

J ika f suatu fungsi real yang terdiferensial pada [a,b]mungkin bahwa
f’ juga fungsi terdiferensial pada beberapa atau semua titik pada [a,b].

A. DERIVATIF TINGKAT TINGGI

Jika x, titik yang dimaksudkan itu maka derivatif dari f’di titik x,
dinyatakan dengan f”(x,)dan dinamakan derivatif tingkat kedua dari f di
titik x,. Perlu diperhatikan bahwa agar f”(x,)ada, f’(x,) harus ada di
suatu kitar dari X,. Derivatif-derivatif tingkat tinggi didefinisikan secara
induktif dengan f© = f dan f&™ =(f®) untuk k=0,1,2,....

B. SUKU BANYAK TAYLOR

Jika P(x)=a, +ax+...+ax" +...+a,x" suatu sukubanyak
berderajat n>0, maka
PO (x) =kla, + (K +DK...28,,,X+...+n(N—1)...(n —k)a,x"* dan

P®(0)=kla, .
Kita peroleh a, = P® (0)/k! sehingga P(x) menjadi
P'(0) . P"(0 PY (0 P™(0
P(X) =P(0)+—— ©y POy (PO, (PO
1 2! k! n!
n (k)
_PYO)
= k!
Dengan cara yang serupa penyajian P(x) dalam pangkat-pangkat (X—X,)
n_ pk
dapat diperoleh P(x)=zP k(IXO)(x—xo)k.
k=0 -

Jika fungsi f :[a,b] — R mempunyai derivatif sampai tingkat n di x, € (a,b)

n_ )
maka bentuk yang sama untuk fungsi f , P,(x) = Z f k(IXO) (x— xO)k
k=0 .
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dinamakan sukubanyak Taylor derajat n untuk fungsi f di sekitar x, . Jika

. , " PY(x,)
P fungsi sukubanyak derajat n dalam x maka P(x):kz_; o
tetapi tidak demikian halnya untuk fungsi f yang bukan s_ukubanyak derajat

n . Untuk fungsi f ini f(x)=PR,(x)+R,(x) = i%(x—xo)k +R,(X)
di mana R, (x) = f(x)—P,(x) dinamakan sukkuzsoisa di- X, - Mudah dihitung

bahwa R ® (x,) = f® (x,)—P,® (x,) =0 untuk k=0,1,2,...,n.

(X_Xo)k ’

Akan kita tentukan bagaimana bentuk sukusisa R, (x) . Kita bentuk
fungsi Q(x) = (x—%,)""*. Pehatikan bahwa R,*(x,) =0 dan Q% (x,)=0
untuk k=0,1,2,...,n. Dengan menggunakan Teorema Nilai Rata-rata
Umum (Teorema 1.6) diperoleh,

Ru(X) _ Ry()—R,(%) _ RI(&)
QW QAW-QW) Q&)
RI(&)—Ri(x) _ RI(&) _ RI&)
Q&) Q) QE) Q&)

untuk suatu & di antara x, dan x.

untuk suatu &, di antara x, dan ¢ .

Demikian seterusnya diperoleh

R _Ri&) _RI&) _RI&) . _R"()

Q) Q&) Q&%) Q"(&%) Q" (&)
di mana &, suatu titik di antara x, dan & .
Akan tetapi, R™t)=f™@t)—f™(x,) dan QM(t)=(n+1)!(t—x,)
sehingga

RO 1 () FP(x)

(x—%)"  (n+1)! E—%, '
Dengan menggunakan teorema nilai rata-rata pada bentuk terakhir ini,
diperoleh

R0 _ 109

(x=x)""  (n+1)!
di mana & suatu titik di antara x, dan X.
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Uraian di atas disajikan sebagai Teorema Taylor dengan suku sisa
sebagai berikut.
Teorema 1.12 (Teorema Taylor dengan Suku Sisa)

Diberikan f :[a,b] — R yang mempunyai derivatif sampai tingkat n+1
pada (a,b)dan x, € (a,b). Maka

£
f(x)=f(x)+ iXO)(xfxo)Jr ........ + (X°)+R (x)
_fOE)
R0 ="y %)

dengan & suatu titik tertentu di antara x,dan x, dan R (x) dinamakan
suku sisa ke-n dalam penyajian f (x) ke dalam sukubanyak Taylor dalam
pangkat-pangkat (X —Xx,) .

Catatan : Dalam kasus n = 0 Teorema Taylor ini menjadi Teorema Nilai
rata-rata.

Untuk x, =0 deret Taylor dinamakan deret Maclaurin. Teorema Taylor
memotivasi kita kepada suatu pertanyaan berikut. Jika f :[a,b]— R
mempunyai derivatif dari segala tingkat dalam (a,b), fungsi semacam ini
dikatakan terdiferensial tak hingga (infinitely differentiable), apakah

_ o §(K)
hubungan antara f(x) dengan deret tak hingga Z#
k=0
ini dinamakan deret Taylor untuk f di sekitar titik x,. Fungsi f(x) dan
deret ini akan sama jika dan hanya jika lim R, (xX)=0 untuk semua

X € (a,b).

(X—X,)“? Deret

Teorema 1.13

Jika fungsi f mempunyai derivatif dari semua tingkat dalam (a,b) dan
terdapat M >0 sehingga |f(k’(x)|§M , Vk=0,1,2,...,vx €(a,b) untuk

X, € (a,b) maka berlaku

00— 31 () L), we@b) W

k=0
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Bukti:
Syarat perlu dan cukup agar (1) benar adalah lim R (x) =0,¥x € (a,b) .

(k)
100 =3" k) 4R, 00,

k=0
dengan
£ _MJx- “ M |x—x,|"™
(XO) (X— %) [X=%| dan |R, (x)| g—' o
k! (n+1n!
Bandingkan dengan deret suku positif konvergen Z | — | di mana
k=0
|R, (x)| adalah suku ke-(n+1), jadi
_ _ Mx—x,"
limR,(x) = lim —':O,VXe(a,b) .
n—oo n—oo n!
Contoh 1.14
Berikut ini diberikan beberapa deret Maclaurin yang terkenal:
SV S S b i _
() e _1+1!+...+ n!+..._z ! VX € (—00,00)
X2 X4 ( 1)n 2n 00 ( 1)n 2n
b) cosx=1-—+—+..+————+...= > —— ¥xe(—oo,
®) 21 4 (2n)! ; 2n)! (Foc.00)
) X3 X5 ( 1)n 2n+1 00 ( 1)n 2n+1
C) SiNX=X——+——...+———+... =) ———— VWXE(—00,
© st Bl (2n+1)! ;, (@n+1)! (Foc.00)
X2 2n 0 X2n
d) coshx=1+—+...+ +...= , VX € (—o0,
@ 21 (2n)! nz:;(zn)! (Fo0.00)
3 X2n+1 00 X2n+1
e smhx—x+— et +...= , VX € (—o0,
© 3l (2n+1)! §(2n+1)! (Foc.00)

6} %:1+x+x2+...+x"+...:Zx”,Vxe(—1,1)
n

(9) L:1—x+x2—...Jr(—l)”x"+...=Z(—l)”x”,Vxe(—l,1)
1+x s
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Bukti:

(a) f(x)=¢e" terdiferensial pada (—o0,00) dan f® (x)=e",Vx € (—o0,00)
untuk semua k =0,1,2,... dan f®(0)=1. Jadi untuk x tertentu dalam R

berlaku
n k

X ef
e*=> ""— 4R (x) dengan R (X)= n+l
;k! ,(x) dengan R, (X) Y

dan & nilai tertentu di antaraQ dan x .
Harus dibuktikan untuk nilai x tertentu ini  lim R (x) =0.
n—oo

Jika telah ditetapkan x maka terdapat N € N sehingga [x| < N .
Jadi,

N+l _

€
|RN(X)|§MN =

£

es

XN+2:|RN(X)| |X| <M N

|RN+1(X)|:(N+2)! N2 N—|—2:M/1
dengan O<A=L<1.
N+2
X N
IRy 12 (9] =|Ry-2 (%) N|+|3 SMATo <M.

Demikian seterusnya diperoleh |RNer (x)| <MAP dengan 0 < A <1.
Jadi lim [R,(¥)] = lim |Ry,,(x)| <M lim 2° =0 sehingga lim R,(x) =0
n—oo p—oc p—oc nN—oo
untuk setiap x yang diberikan.
00 k
Dengan demikian untuk setiap x € R terbukti e* = %
k=0 ™-
(b) f(x)=cosx, f“)(x)=cosx, f#*(x)=—sinx, f #**(x) = —cosx,
f 43 (x) =sin,
Jadi | £ (x)| <1Vvk=0,1...,vx € R, maka menurut Teorema 1.13
IimR,(x)=0,"xeR.
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Karena f“(0)=1, f “**™M(0)=0, f *2(0)=—1, f*"¥(0) =0 maka
feV(0)=(-1)".

Jadi

_ = £ (0) 2 _X_2 ﬁ_ (-"
f(X) = cosx = nZ; an)! = 2!+4! ot @n )|x "+..,¥XER
) f(x)= 11 — A=) ) =102 () =211 X)3,...

£09 (%) = k11— x) **D.

f(x)zz k() k+R(x)_Zx +R (x), (~l<x<1).
k=0
1 — l _1_Xn+l_ Xn+l 3
R”(X):E_[1+X+"'+X]_1—x - _l_x,( l<x<l).

Jadi, Iim‘ R,(x)=0

danterbuktlbahwali:Zxk I+ X+ X" 4. (-l< x<D).
=0

Rumus-rumus Maclaurin yang lainnya buktinya diserahkan kepada
pembaca.

C. NILAI EKSTREM

Fungsi f:D— Rdengan D c Rdikatakan mempunyai maksimum
lokal di titik x, € D, jika terdapat & >0 dan untuk semua x € DNN(X,, )
berlaku f(x) < f(x,) . Minimum lokal didefinisikan dengan cara yang
semacam. Fungsi f dikatakan mempunyai ekstrem di x, jika di titik itu f

mempunyai maksimum atau minimum.
Dalam Lemma 1.1 telah disajikan syarat perlu adanya ekstrem dari
fungsi f yang kontinu pada [a,b] dan terdiferensial pada (a,b) di titik

interior x, € (a,b) adalah f’(x,) =0. Bahwa syarat ini tidak cukup dapat
diambil contoh f(x)=x> meskipun terdiferensial pada [—11] dan
f’(0) =0 tetapi f tidak mencapai ekstrem titik interior 0.

Baiklah kita tulis lagi lemma tersebut.
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Lemma 1.3

Jika f :[a,b] — R mempunyai ekstrem lokal di titik x, € (a,b) dan jika f
terdiferensial di x, maka f’(0)=0.

Bukti:
Diandaikan f mempunyai minimum lokal di x,. Untuk x cukup dekat

dengan X, dan x> X, akan kita jumpai bahwa MZO yang
X=X

fO)— (%)

berakibat f'(x,) >0. Untuk X <X, maka
X=X

<0 sehingga
f/(x) <0.

Teorema 1.14

Jika f :[a,b] — R kontinu pada [a,b]dan mempunyai derivatif sampai
tingkat (n+1) pada (a,b) dan di titik interior x, € (a,b) berlaku

/(%)= F"(%)=...= T™(x,) =0 dan f " (x,) =0, ™ kontinu di x,
dan n gasal maka f mempunyai ekstrem lokal di x,, dan ekstrem
minimum jika ™ (x,) > 0, dan ekstrem maksimum jika f ™ (x,) <O0.
Jika n genap maka tidak terjadi ekstrem untuk f di titik X, .

Bukti:
(a) Kasusuntuk n gasal, jadi n+1 genap.

fFO ) ni1
Maka f(x)— (X)) =R, ()= m(x—xo) untuk a<x<b dan

& diantara x,dan x.Untuk &>0 yang cukup kecil tanda dari ™" (&)
sama dengan tanda dari f ™V (x,) untuk [x—x,| <& karena f kontinu
di X,.O karena n+1 genap maka untuk |x—x,| <& ini nilai

f(x)— f(x)>0 jika f™(x,)>0 dan f(x)— f(x,) <0 jika

f(x,) <0.

Jadi, f mempunyai minimumdi x, jika f‘““’(xo)>0 dan maksimum jika
f D (x,) <0.
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(b) Kasus untuk n genap, jadi n-++1 gasal.
Dalam hal ini tanda dari f(x)— f(X,) untuk X, —& <x<x, tidak sama

dengan untuk X, < x < X, + ¢, sehingga tidak terjadi ekstrem untuk f di titik

Xo -

Contoh 1.15
Dalam Teorema 1.14 untukn=1 kita mempunyai teorema yang sangat

terkenal dalam kalkulus: Jika f :[a,b] — R di titik interior x, € (a,b)
mempunyai nilai f'(x,)=0 dan f”(x,)=0 maka f mempunyai nilai
ekstrem di x,, ekstrem itu maksimum jika f”(x,) <0 dan minimum jika
f”(x,)>0.

Contoh 1.16
Jika f :[a,b] — R terdiferensial dan mempunyai maksimum (minimum)

lokal di a, apakah perlu f’(a) =07 Jika tidak nyatakan dan buktikan syarat
perlu untuk maksimum (minimum) lokal di a . Bagaimanakah keadaannya di
b?

Jawab:
Tidak perlu f’(a) =0. Fungsi f maksimum lokal di a jika diberikan

£>0,36>0,¥x€[a,bl,a<x<a+¢o berlaku f(a) > f(x), jadi

Mzo. Karena f’(a) adamaka f’(a) = lim Mzo.
X—a x—a’ X—a

Dengan demikian agar f mencapai maksimum lokal di a haruslah
f’(a) >0 . Syarat perlu untuk minimum lokal di a adalah f’(a) <O0.

Dengan cara yang serupa dapat ditunjukkan bahwa syarat perlu untuk
maksimum lokal di b adalah f’(b) >0 dan untuk minimum lokal di b

adalah f’(b) <0.

Syarat itu tidak cukup, misalnya f (x) = x sinl, X e
X

OE] f(0) =0. Maka
T

4

4
2 7% (1+ 4k)?

T

f/(0)=0, f[E
T

, f’[gJ:i.Karena f
T T

2
(14 4k)
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dan
2 B 4
7(4k +3) 7% (4k +3)?’

maksimum atau minimum lokal di 0 meskipun f’(0) =0, tetapi f

k=0,12,... maka f tidak mencapai

. . .2
mencapai maksimum lokal di —.
T

Contoh 1.17
Diberikan fungsi f :[a,b] — R kontinu pada [a,b] dan terdiferensial pada

(a,b) kecuali mungkin di titik x,€(ab). Jika lim f/(x)=L ada,
X—Xg

tunjukkan bahwa f terdiferensial di x, dan f’(x,)=L.

Bukti:
Diberikan & >0, maka terdapat ¢ >0 sehingga untuk ¥x € (a,b),

0 <|x—x,| <& berlaku

[t/ —L<e (1)
Karena f kontinu di x,, maka f Kkontinu pada [X,—J,%] dan
[Xy, %, + 6] terdiferensial pada (x,—3&,%,)dan (X,,% +3J). Menurut
teorema nilai rata-rata untuk x, —d <X <X, atau X, <X <x,+J berlaku

FO—1T00) _ f/(£) untuk suatu & diantara x, dan x.
X_

Karena 0 <|&— x| <& maka berlaku (1), yakni

[t —L|= W—L <& untuk ¥x,0 <|x—xo| <.
Jadi £/(x;) = lim 1O =10
X X—X,
Contoh 1.18

1
e untukx =0

Jika diberikan f(x) =1
0 untukx =0

buktikan bahwa f’(0) =0 . [Petunjuk : gunakan Contoh 1.17]
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Bukti:

1
leirg f(x)= I|m—i

ex’
L 1 .
Dengan mengganti variabel t == maka untuk x — 0" diperoleh t — co
X

dan untuk x — 0~ diperoleh t — —occ. Jadi I|m f(x)= lim i_O
Xﬂiooe

Karena f(0)=0 maka f kontinu di x=0. Dengan demikian f kontinu
pada [—1,1] dan terdiferensial pada interval (—1,1) kecuali mungkin di titik
X, =0 didalam (—11).

: ) 2 2t3
Untuk x==0 diperoleh f’(x)= T Mmaka .
3 = X—00 e
x"ex
Dengan aturan L’Hospital untuk bentuk S diperoleh IirTgf'(X):O.
o0 X—

Menurut Contoh 1.17 maka f’(0) = Iirrg f'(x)=0

Contoh 1.19 (Aturan Leibnitz)

. !
Buktikan (fg)® =S C(n,k)f Vg™, C(nk) = —

ki(n—k)!
Bukti :

Akan dibuktikan dengan induksi matematik.

Rumus benar untuk n=1 sebab

(fg)(l) :C(]_lO)f(l)g(O) +C(1,1)f(°)g(1) _ f@_|_ fg/ .
Diasumsikan rumus benar untuk n=r, jadi
(fg)" = Z:)C(r, k) f®g* benar.

Berdasarkan asumsi ini dibuktikan (fg)"*? =Zk r+1C( +1,k) f g+

benar.

(1) [T g0 | = 3 TC(r L g+ £ )

=r r k=r r4+1—|
:ZKZOC(r,k)f(k“)g( 94> Clr k) f g,
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dengan mengganti indeks k +1dengan s pada penjumlahan yang pertama
dan k dengan s pada yang kedua, diperoleh

(fg)" =S e, s~ FOg D 4+ S C(r,5) g
=C(r,n) fg@ 4-C(r,0)f Qg + 3 [C(r,s —1) +C(r,5)]f g,

Tetapi C(r,r) =C(r +1,r +1) dan C(r,0) =C(r+1,0) dan
r! r! _
si(r—s)! (s—l)!(r—s+l)!7

(r +1)!
—(S G _S)I[ /SH/(“SH)]*—!(rH—s)!

Jadi (fg)"? =>""" r+lC(r +1,5) f @ g% dan terbuktilah rumus
Leibnitz.

C(r,s)+C(r,s—1) =

=C(r+1s).

Contoh 1.20

Gunakan Teorema Taylor dengan n=2 untuk mendekati 31+x, x>1.
Diambil fungsi f(x)=3%1+x di tittk x,=0 dan n=2. Karena
f’(x):§(1+x)’% dan f”(x):—§(1+x)’% maka f'(0)=%, f"(0)=-2

sehingga
f(x)=P, (x)+R (X) =1+1ix-1x*+R,(X)
dengan R, = (98) X’ =2(1+&) 5 untuk suatu £ diantaraOdan x.

Jika diambil x=0,3 maka nilai pendekatan untuk  3/1,03 adalah
P,(0,3) =1,09. Karena §>O maka (1+¢&) 3 <1 dan

R,(X) < 2(0,3)° = 5 < 0,17x10°2.
Jadi kita peroleh ‘E/J,T—LO9‘<0,05 sehingga nilai pendekatan kita teliti
dua desimal di belakang koma.
Contoh 1.21

Dekati nilai bilangan e dengan ralat kurang dari 107°.
Diambil f(x)=¢* dan x, =0 dan x=1. Karena f™(x)=¢* maka
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2 n
e =Pn(x)+Rn(x)=l+x+%+...+X—I+Rn(x)
! n!

s

€ D1 untuk suatu & di antara 0 dan 1.

dengan R, (x) =

Karena e <3 kita harus mencari n sedemikian hingga ( 3 <107°. Jika

n+1)!
dihitung 9!= 362880 > 3(10°) sehingga n=8 cukup memenuhi syarat untuk

ralat yang diminta. Karena 8!=40320 maka tidak ada n yang lebih kecil
lagi dapat digunakan untuk nilai n .
Jadi, kita peroleh

e~xR)=1+1+5=...+5=2,71828

dengan ralat kurang dari 10°7°.

é\\%‘:—; LATIHAN
=

Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di atas,
kerjakanlah latihan berikut!

1. Carilah suku banyak Taylor P;(x) dengan suku sisa R,(x) untuk fungsi
fdix,.
(@ f(x)=ax’+bx’+cx+d dan x, =0,
(b) f(x)=sinx dan x, =0,
(c) f(x)=1/(1+x) dan x, =0.
2. Tunjukkan bahwa jika x>0 maka 1+1x—2x* <i1+x <l+ix.
3. Tunjukkan bahwa 1-1x* <cosx untuk semua xeR .
Kita ingin mendekati sinus dengan suku banyak pada [-11] sehingga
ralatnya kurang dari 0,001. Tunjukkan bahwa diperoleh
——— untuk |x<1].

X3 X5
sinXx—| X——+-—
( 6 120] 5040
5. Diandaikan bahwa | c R suatu interval terbuka dan f"(x)>0, Vxel .

Jika cel, tunjukkan bahwa bagian grafik fungsi f pada | tidak
pernah di bawah garis singgung pada grafik di titik (c, f(c)).
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Petunjuk Penyelesaian Latihan

1.(a) f(x)=d+cx+bx*+ax®, Ry(x)=0.
(b) sinx=x-1x*+R,(X), Ry(x)=4x*siné dan & suatu bilangan di
antara 0 dan x.
(€) cosx=1-1x*+R,(x), Ry(X) =24 x*cosé dan & suatu bilangan di
antara 0 dan x.
2. Diambil f(x)=+1+x, x>0.
f(0) =1 f'(X)=2@+x) 7, F"(X) ==L (1+x) 7, f"(x) =2(L+X) *.
f(X)=1+ix+R(X), f(X) =1+ix-1x*+R,(X).
Rl(x):—§(1+§)’%x2, Rz(x):%(l+§)’%x3 dengan & bilangan tertentu
diantaraO dan x.
Karena R (x) <0, R,(x) >0 maka 1+1x—1x% <\l+x <1+1x.
3. f(X)=cosx untuk xeR.
f(X) = £(0)+ F/(0)x+1 F7(0)x? +R,(X) =1-1x% +R,(X)
Untuk 0<x <z maka 0<¢ <7 maka R,(x)>0. Demikian juga untuk

—7<x<0 maka -z <¢& <0 diperoleh R,(x)>0. Jadi, 1-1x* <cosx

dengan R,(x) =

untuk |x|< 7.
Jika|x| < 7 makal-1x* <-3<cosx maka ketaksamaanl-%x* <cosx
dengan sendirinya benar. Jadi ketaksamaan berlaku untuk semua xeR .

4. f(X)=sinx, f'(x)=cosx, f"(x)=-sinx, f"(x)=-cosx,
f@(x)=sinx, f®(x)=cosx, ...
f(0)=0, f'(0)=1, f"(0)=0, f"(0)=-1, f®©0)=0, f®(0)=1
f©0)=0, f(0)=-1,

%

, suatu & diantara 0 dan X, sehingga

1 1 1
Rq :—<O 001, karena x e 1], sedangkan — =—.
| (x )| 7! 5040 11, 9 6! 720
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3 5

.. X X
Jadi, sinx=x——+—+R.(X), dan untuk x e[-1,1] maka
6 120 6( ) e[ 1 ]

|S|nx (x—1x° + & x |<

<0,001.
040
5. Grafik fungsi f mempunyai persamaan y = f (x), x e |
Garis singgung di (c, f(c)) adalah y =g(x) dengan

g(x)=f'(c)(x-c)+ f(c), xel.
Untuk xel, f(x)=f(c)+ f'(c)(x—c)+# dan & suatu bilangan

diantara ¢ dan x.
Karena f"(x)>0 untuk xel maka f(x)-g(x)=1f"(£)>0,dan
grafik f tidak pernah di bawah garis singgung di titik (c, f(c)).

W

RANGKUMAN

=

Teorema Taylor
Jika f :[a,b] — R mempunyai derivatif sampai tingkat n+1 dan

X, € (a,b) maka

(k) n+1)
(00 =300 Pt 4R 0 R (0 =1 ) x

( 1) I XO)nJrl

dan ¢ titik tertentu di antara X, dan x.
keoo T8 )(xo)

k=0

Deret Taylor: f(x)=> (x—x,)* jika dan hanya jika

fim R,(9 =0
2. Teorema Nilai Ekstrem

Jika f :[a,b] = R kontinu pada [a,b] dan mempunyai derivatif sampai

tingkat n+1 pada (a,b) dan di titik interior x, € (a,b) berlaku
F/() = F"(%) =...= £ (%) =0 dan " (x,)=0,
£ dan x, dan n gasal,

maka f mempunyai ekstrem lokal di x,, ekstrem itu minimum jika

f ™V (x,) >0 dan maksimum jika f®*?(x,)<0.

Jika n genap tidak terjadi ekstrem di x, .
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% TES FORMATIF 2

Coba kerjakan sendiri terlebih dahulu, sebelum melihat jawaban!

1. Jika f(x):|x|3 hitunglah untuk x €R nilai f’(x) dan f”(x).
Tunjukkan bahwa f”'(0) tidak ada.
2. Mengapa 1—|x—]1 tidak memenuhi konklusi Teorema Rolle pada[0,2]?

x?, jikax rasional

3. Didefinisikan fungsi f:R —R oleh f(x)= . L. .
0, jikax irasional
Apakah f(0)ada? Apakah f’(x)adauntuk xs=0?
4. Jika f :[a,b] = R terdiferensial pada (a,b)dan x, € (a,b) tentukan
limS o M —T0—h)
h—0 2h

5. Tunjukkan bahwa e* < untuk x <1.

6. Jika f:R—R buktikan g=(f")* terdiferensial di t dengan
g'(ty=2f"(t)f'(t) jika f*(x)=maks{f(x),0}.

x2, x>0

0,x<0

7. Diketahui f :[0,00) — R dan terdiferensial pada (0,00) dan diketahui
bahwa lim f’(x) = L. Buktikan bahwa:

(@) untuk sembarang h >0 maka lim fx+h -1 —

X—00 h

Petunjuk: Gunakan fungsi ¢(x) =

L;
(b) jika f(x) —k untuk X — comaka L =0;

(©) lim 1) =L.
X—00 X
8. Diberikan f :[0,1] — R terdiferensial sedemikian hingga tidak ada x di
mana f(x) = f’(x) =0. Buktikan bahwa himpunan Z ={x: f (x) =0}
berhingga.
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9. Diberikan f :[a,b]—[a,b] terdiferensial pada (a,b) dan terdapat
a, 0<a <1, sehingga | f'(t)| <a untuk t € (a,b). Buktikan bahwa f
mempunyai titik tetap yang tunggal dalam [a,b].

10. Diberikan fungsi f:(0,1) — R terdiferensial dalam [0,1] dan
|f/(x)|<Lvx€(0,1). Buktikan barisan <x, > konvergen jika

)

Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 2 yang
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawaban yang benar.
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 2.

Jumlah Jawaban yang Benar
10

Tingkat penguasaan = x100%

Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali
80 - 89% = haik
70 - 79% = cukup
<70% = kurang

Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat
meneruskan dengan Modul berikutnya. Bagus! Jika masih di bawah 80%,
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar 2 ini, terutama bagian yang
belum dikuasai.
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Kunci Jawaban Tes Formatif

Tes Formatif 1

1. (i) Untuk sembarang x <y di dalam (a,b) maka
f(y)—f(x)=f'($)(y—x) untuk suatu & € (X,Y) .
Jadi | f(y)— f(x)|=|f'(&)||y-X <M]|y-x|.Jika diberikan £>0 maka
g

vx,y e(ab) dengan |x—y|<5=V berlaku | f(x)- f(y)|<e.

Terbukti f kontinu seragam pada (a,b).

(if) Fungsi f terbatas pada (a,a+ ), sebab untuk x,y e (a,a+3) dan y
tetap berlaku |f(x)— f(y)|<g. Tergantung pada kelakuan fungsi di
dekat a maka Liir;f(x) ada yakni supremum atau infimum dari

himpunan nilai f(x) disekitar dekat a itu. Anda buktikan sendiri
bahwa IirTg f(x) ada.

2. Dipandang fungsi f(x)=+1+x untuk x €[0,h], maka
h
2./1+§
h <1+E.
Zﬂ+§ 2

Untuk a>0 dan b>0berlaku a<b < a? <b?. Karena +/1+h >0 dan

f(h)— f(0) =

untuk suatu & € (0,h) . Jadi

f(h) = f(0)+

2
1+g >0 dan karena +/1+h ’ <[1+2j benar maka \/1+h <1+g

juga benar.

3. f/(O=lim

@_0 —|h|. Diberikan &>0.

Untuk h rasional =1|h|, untuk h irasional

f(h)-f(0) _0‘
h

‘f(h)—f(o)_

™ O‘ =0. Jadi jika diberikan £ >0 terdapat O<d=¢
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sehingga untuk 0 < |h| < & berlaku w

-0|=¢,yang

berarti bahwa f'(0) =i

m f(0+h)—f(0) iy
h—0 h

Sekarang diselidiki untuk x 0. Dibedakan untuk x rasional dan x
irasional.
(i) Jika x rasional dan h rasional maka

2 2
f(X+h)_f(X) _pjm X)X =2x; jika h irasional maka
h~>0 h—0 h
2
lim 0- tidak ada. Jadi untuk x =0 dan irasional f’(x) tidak

h—0

ada.
(if) Untuk x =0 irasional

— 2 —

Untuk y rasional maka lim ()= () —~lim~2 0 tidak ada,
y—X y_x y—X y_x

untuk y irasional maka lim ()= 109 =lim 0 . Jadi untuk
y—>X y_x y—X y_x

x =0 dan irasional maka f’(x) tidak ada.
Dari (i) dan (ii) diperoleh bahwa untuk x =0 maka f’(x) tidak ada.

e xP o pxPt p!
4. Dengan aturan L’Hospital lim— = lim =...=lim—=0;
x—o @X - x—® @*
nx 1
lim—=Ilim—=0.
x—o yP X—>%0 po
5. Dengan aturan L’Hospital
X —tan x 1-cos? X : —sin’® x
I|m(cotx 1/x)=lim =lim =lim

x=>0 xtan X >HOtanX-i-XCOS X x>08iNXCOS X + X

Inx
I|mxlnx—I|m——I|m

X0 X X—=0 —x x—0
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FO ) = F0g=h) _ 11 ()= £(00) + ()~ (X —)

6. lim
h—0 2h 2|h—0 h
i FO = 00) | (D)~ (%)
2h~>0 h 2t~>0 t
= 1(x) .
Tes Formatif 2
3 jikax >0, 2 jikax>0
L= I ke fr =] 3 Iax=
—x° jikax <0, —3x? jikax<0
£7(x) = 6x ijaxzo,
—6x jikax < 0.
" "
lim M: lim %:6,sedangkan
x—0" X—O x—0T X
" "
lim L0 =0 _ L —6x_ o
x—0" X*O x—0" X

....... f7(x)— £(0)

Karena kedua nilai limit ini tidak sama maka Iing tidak
X— X_
ada, jadi f"(0) tidak ada.
2—x,x>1 —1,1<x<2
2. Karena f(x) = XX= , maka f’(x)= X dan f'(2)
X ,x<1 1.,0<xx«1

tidak ada. Meskipun f kontinu pada [0,2]dan f (0) = f (2) tetapi tidak
terdiferensial pada (2,2) (sebab f’(1)tidak ada), jadi hipotesis dalam
Teorema Rolle tidak dipenuhi oleh f , sehingga konklusi bahwa terdapat
£¢€(0,2)dan f'(£)=0 tidak dipenuhi.

3. Nilai f(0)=0.
Untuk x =0 dan x rasional, ada barisan <y, >, y, irasional, dan
y, — X dan nILTC f(y,) =0 # f(x)=x*. Demikian juga untuk x==0
dan x irasional dapat dibuat barisan rasional <z, >, z, — x tetapi
nILTO f(z,) = x* = f(x) =0. Kedua pernyataan ini menunjukkan bahwa
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f diskontinu di x=0 (lihat Teorema 8.2 (b), buku Analisis ). Karena
f tidak kontinu di x==0 maka f’(x) tidak ada (lihat Teorema 1.1).
Agar f”(0)ada perlu f’(x)ada di sekitar 0, karena f’(x) tidak ada
untuk x=0, jadi f”(0) pasti tidak ada.

4. Untuk h >0, dan mengingat f terdiferensial di x, maka

limt Got M —TO—h) 1) TO0+M—F(%) iy

h—0 2h 2 h—0 h h—0
1
= E[ f I(Xo) + f /(Xo)] =f /(Xo) .
5. f(x)=e*(1—x), x<1.
f/(x) = —xe*
Untuk 0<x <1, f/(x)<0 dan f(x) turun tegas pada (0,1).

Untuk x<0, f(x)>0 dan f(x) naik tegas (—o0,0).
f(0)=1dan f(1)=0. f(x) mencapai maksimumdi x=0

f O —h) — (%)
—h

Jadi e*(1—x) <1, V¥x € (—o0,1] dan &* S%,VXE(—oo,l].
—X

t2,t>0 2t,t>0
6. Fungsi ¢(t)={ ' = mempunyai derivatif ¢'(t)=4_ " —
gsi (1) 0. 1< 0 Mempuny 9 () {ox<o
f(x),f(x)>0
=[fT ()P =o(fH(x)dan f*(x) = .
gx) =[] =o(f"(x) (X) ‘{0 £ <0

Jadi
g’(x)—«/(t)(f*)’(x)—2t.f’(x)—2f+(x)f’<x)—{2f(x)f ¥, Jkaf(:)20

0 ,jika f(x) <0
7. Jikadiberikan £ >0, maka terdapat M > 0sehingga ¥x > M maka

[T/ —L<e.

= /(&) untuk

a. Untuk x>M dan h>0 maka w

suatu & dan x <& <x+h.Karena £ >M maka Vx> M berlaku
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w_ L|=|f'(&)—L| <. Terbukti bahwa

lim L.

X—00

f(x+h)—f(x)
=

=0.

b. Jika lim f(x)=k maka lim

X—00 X—00

f(x+h)—f(x) k—k
h ~ h
c. Untuk x> M menurut Teorema Nilai Rata-rata
f(x)= f(M)+ f'(£)(x—M) untuk suatu & dan diantara M dan

X . Maka mZMJr(l—M)f'(f)-
X X X

L

1M
X

|f<x)_L‘< (M)
X

< +‘1—M‘ ) -
X X

<M ket -+ La——2
X M
X

Jadi, |f(x)—L <|f(x) +|f’(g)—L|+|L|L
| X | X 1,M
X

<gdan l——<+—
=My
X
untuk x> K . Dengan demikian untuk vx>K >M berlaku
ﬂ—L‘<s—|—8+£:3g.Jadi Iimﬂ:L.
X

X—00 X

Dapat dipilih K > M sehingga

f(M)‘ 1 €
X

8. Diandaikan Z ={x€[0,1]: f(x) =0}tak hingga. Oleh karena [0,1]

kompak maka mempunyai sifat Bolzano-Weierstrass, yakni setiap
infinite subset dari [0,1] mempunyai titik limit di dalam [0,1]. Jadi

Jp€[0,1] dan p titik limit Z . Untuk setiap >0 kitar N(p,¢&)
memuat takhingga titik-titik Z . Menurut teorema Rolle di antara dua
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10.

ANALISIS Il ©

titik Z memuat titik nol dari f’. Jadi N(p,&) memuat tak hingga titik-
titik di mana derivatif ' bernilai nol.

Jadi p titik limit  himpunan F={xe[0,1]: f'(x)=0}.
Karena f kontinu pada [0,1] maka Z tertutup jadi p € Z dan f(p) =
Untuk setiap 7 > 0,36 > 0, vx €[0,1] dan

fFO)—f(p)
—-p

0<|x— p|<5:>‘ —f/(p)|= — f/(p)| < n sebab

‘ f(x)

f terdiferensial di p dan f(p)=0
Tetapi p titik limit Z sehingga Jdy € Z, jadi f(y) =0 dan

0<|y—p|<s= ‘%—f’(p)‘ =|t'(p)|<n . Jadi f'(p)=0

Dengan demikian jika Z tak hingga terdapat titik p €[0,1] dengan
f(p) = f'(p) =0. Terjadi kontradiksi sehingga Z harus berhingga.
Untuk x dan y dalam [a,b], 3& diantara x dan y dan
[f()—f(y)|=|x— y|| f ’(§)| .Jadi, v,y €[a,b] berlaku

|f(x)— f(y)| < a|x—y| dengan 0 < <1. Menurut Definisi 9.4,
Analisis I, f fungsi kontraksi dari himpunan kompak [a,b] kepada
[a,b] sehingga f mempunyai titik tetap yang tunggal di dalam [a,b]
(Teorema 9,8, Analisis I).

1 1
i B T

1
n(n+1)

HGEE

n(n +1) n?

n(n+1

<§<£. Jadi Vne N berlaku
n

1 1
<KX < -S, <Z:kl(xk+1 X )<S,,dengan <S, >
o

n

barisan suku-suku positif yang konvergen, sebab S, = Zk:lkiz jumlah

parsial dari deretz:zxip dan p=2>1 yang konvergen (Lihat
=I'n

Contoh 4.4, Modul 4, Analisis I).
Jadi Vne N berlaku x, —S, < x, <X, +S, dan terbukti bahwa barisan

< x, > konvergen.
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