Modul 1

Kinematika Partikel
Drs. Yosaphat Sumardi, M.Pd., M.Si.

=— PENDAHULUAN

alam modul ini Anda akan mempelajari berbagai konsep dalam
kinematika yang berhubungan dengan penggambaran geometris tentang
gerak (atau lintasan) benda, tanpa memperhatikan gaya-gaya yang
menghasilkan perubahan gerak atau perubahan sifat lain seperti bentuk dan
ukuran benda. Secara lebih khusus kinematika berhubungan dengan konsep-
konsep dan hubungan antara posisi, kecepatan, percepatan, dan waktu.
Setelah mempelgjari modul ini, Anda diharapkan dapat menganalisis
konsep-konsep kinematika partikel dalam sistem-sistem koordinat Cartesian,
polar bidang, silinder, dan bola. Untuk mewujudkan tujuan itu Anda
diharapkan dapat:
1. menjelaskan beberapa asas analisis vektor yang banyak dipakai dalam
mekanika;
menjelaskan sistem koordinat Cartesian;
menjelaskan sistem koordinat polar bidang;
menjelaskan sistem koordinat silinder;
menjelaskan sistem koordinat bola;
menganalisis gerak partikel dalam koordinat Cartesian;
menganalisis gerak partikel dalam koordinat polar bidang;
menganalisis gerak partikel dalam koordinat silinder;
menganalisis gerak partikel dalam koordinat bola;
menjelaskan gerak melingkar pada bidang datar;
. menghitung besaran-besaran yang terkait dengan gerak melingkar pada
bidang datar.
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Modul ini mencakup dua kegiatan belgjar, yaitu:
1. Kegiatan Belgjar : Asas-asas Analisis Vektor dan Sistem Koordinat



1.2

Mekanika ®

Kegiatan belgjar ini membahas beberapa asas analisis vektor: sifat dan
penjumlahan vektor, perkalian skalar dan perkalian vektor, vektor satuan
dan cosinus arahan, operator differensial vektor (gradient, divergence,
dan curl), dan sistem-sistem koordinat: Cartesian, polar bidang, silinder,
dan bola.

Kegiatan Belgjar 2: Kinematika dalam Sistem Koordinat

Kegiatan belgjar ini membahas gerak partikel dalam sistem-sistem
koordinat: Cartesian, polar bidang, silinder, bola, dan gerak melingkar.
Agar Anda berhasil mempelgiari modul ini secara baik dan mencapai
kompetensi yang diharapkan, gunakan strategi belgjar berikut.

a

Bacalah glosarium pada akhir modul ini, yang berisi istilah-istilah
penting yang digunakan dalam modul ini.

Bacalah secara cepat keseluruhan isi modul untuk mengena lebih
jauh istilah-istilah penting yang telah Anda baca dalam glosarium.
Pelgjari secara cermat bahan gjar dalam masing-masing kegiatan
belgjar, tambahkan catatan-catatan yang penting bagi Anda. Pelgjari
baik-baik contoh yang diberikan sebagai pengayaan terhadap
konsep-konsep yang sedang Anda pelgjari.

Jawablah pertanyaan dan kerjakan soal-soal latihan yang diberikan.
Jika Anda mengalami kesulitan, bacalah rambu-rambu yang
diberikan dan contoh-contoh yang berkaitan.

Kerjakan sendiri tes formatif semaksimal mungkin, kemudian
cocokkan jawaban Anda dengan kunci jawaban yang tersedia pada
bagian akhir modul ini, untuk mengetahui tingkat penguasaan Anda.
Buatlah catatan khusus hasil diskus dalam tutorial yang
diselenggarakan untuk mempersiapkan tugas-tugas dan ujian akhir
mata kuliah.
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Kegiatan Belajar 1

Asas-asas Analisis Vektor dan Sistem
Koordinat

ntuk menggambarkan posis atau gerak suatu benda atau partikel kita
qEJ- perlu memiliki sistem koordinat. Beberapa sistem koordinat yang biasa
digunakan adalah koordinat Cartesian, koordinat polar bidang, koordinat
silinder, dan koordinat bola. Marilah kita bicarakan beberapa sistem ini satu
per satu. Namun demikian, sebelum kita berbicara tentang sistem koordinat,
marilah kita mengkaji ulang beberapa konsep tentang analisis vektor yang
banyak digunakan dalam pembicaraan berikutnya.

A. BEBERAPA ASASANALISISVEKTOR

1. Sifat dan Penjumlahan Vektor

K ebanyakan besaran yang kita jumpai dalam fisika dapat dikelompokkan
sebagai besaran skalar atau besaran vektor. Besaran skalar adalah besaran
yang dapat dinyatakan dalam besarnya. Contoh besaran skalar antara lain
massa, volume, waktu, dan energi. Besaran vektor adalah besaran yang
dinyatakan dalam besar dan arahnya. Contoh besaran vektor antara lain
pergeseran, kecepatan, percepatan, gaya, dan kuat medan. Lambang besaran
vektor biasanya dicetak tebal, misalnya v untuk kecepatan; lambang besaran
skalar biasanya dicetak normal (tidak tebal), misalnya T untuk temperatur.

Komponen vektor bisa disgjikan dengan menggunakan pendekatan
analitis. Gambar 1.1 melukiskan komponen vektor R dalam dua dimensi.
Dua besaran R, dan R, secara berturut-turut adalah komponen dari vektor R
dalam arah sumbu-X dan sumbu-Y, yang besarnya dapat dituliskan sebagai,

Ry =Rcosq dan Ry:Rcosq (1.1

Jika R dan 8 diketahui, kita dapat mencari R, dan R,. Sebaliknya, jika Ry
dan R, diketahui, kita dapat menghitung R dan 6 melalui hubungan,
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R=,/RE+R dan tanq = (1.2)
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Gambar 1.1.
Komponen R, dan R, dari vektor R.

Contoh 1.1

Marilah kita sekarang menggunakan metode komponen untuk menjumlahkan
beberapa vektor seperti ditunjukkan dalam Gambar 1.2. Tiga buah vektor Ry,
R,, dan Rj3 bekerja pada sebuah titik O, yang secara berturut-turut
membentuk sudut 6, = 45° 8, = 120° dan 6; = 210° terhadap sumbu-X
positif. Panjang masing-masing vektor tersebut adalah R; = | R; | = 4 satuan,
R, = | R, | = 5 satuan, R; = |R;| = 6 satuan. Hitunglah vektor resultan dan
arahnya.

Penyelesaian

Pertama-tama kita menggambarkan koordinat XY dengan titik asal pada titik
asal O dan vektor-vektor gaya R;, R,, dan R;. Kemudian masing-masing
vektor diuraikan menjadi komponen-komponennya. Meskipun komponen-
komponennya digambarkan dalam bentuk vektor, namun lambangnya dicetak
tidak tebal untuk menunjukkan panjang komponen sgja. Jika Ry dan Ry
menunjukkan jumlah komponen-komponen (atau komponen dari resultan)
dalam arah sumbu-X dan sumbu-Y, maka kita peroleh,
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3
Ry = R].x+R2x+R3x=ZRx
= (1.3)
3
R =Ry +Ry+Ry = R,
i=1
dengan Ry = Ry cos 85, Ry = Ry sin 6, ... dan sebagainya, dan tanda
jumlahan ~ menunjukkan jumlah semua komponen i, dari i = 1 sampai i = 3.

Memperlakukan Ry dan Ry sebagai komponen tunggal dan mengacu
Persamaan (1.2), kita mendapatkan resultan vektor sebagai berikut:

R=+/R% +R? dan tanq =I;i (1.4)
X

.
Gambar 1.2.
Komponen vektor Ry, Ry, dan Rj.

Dengan memasukkan nilai besaran-besaran yang telah diketahui ke
dalam Persamaan (1.3) dan Persamaan (1.4) kita memperoleh,
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Ry = R, c0s45° + R, c0s120° + Ry c05210°

Ry = 4c0s45° + 5c05120° + 6c0s210°

R, = 2,8284—2,5000-5,1962 = —4,8678 satuan.
R, = R sin45° + R, sin120° + Ry sin 210°

R, = 4sin45° +5sin120° + 6sin 210°

R, = 2,8284+4,3301- 3,000 = ~4,1585 satuan.

R=/(~4,8678)" + (4,1585)°

R=,/23,6955+17,2931

R = /40,9886 = 6,4022 satuan.

tang = 1 _ 41585 -0,8543
R, -48678

q = (180°-40,5068°)=139,4932° terhadap sumbu-X positif.

Vektor resultan R dan arahnya ditunjukkan dalam Gambar 1.3.
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Gambar 1.3.
Vektor resultan dan arahnya

Kita dapat memperluas prosedur ini pada n vektor dalam tiga-dimensi.
Dalam Gambar 1.1 vektor R dapat diuraikan menjadi dua komponen R, dan
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R,. Dalam Gambar 1.4 ditunjukkan bahwa vektor R bisa diuraikan menjadi
tiga komponen, yaitu R,, R, dan R, secara berturut-turut dalam arah sumbu
+X, +Y, dan +Z. Oleh karena itu resultan R dari vektor-vektor Ry, Ry, dan
R, bisa dituliskan sebagai,

n
R=R;+Ry+ Rz +..+ R =Y R (1.5)
i=1
n
Dengan Ry =Ry, + Ry, + Ry, +..+ Ry = Y R, (1.6)

i=1

pernyataan serupa berlaku untuk Ry dan Rz. Kita memperoleh vektor resultan
sebagai,

R=yR; +RZ+RZ
Ry VRX+R

tang = =
a R, R,
tanf = (1.9)
Ry
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Gambar 1.4.

Komponen-komponen Ry, Ry, dan R; dari vektor R dalam tiga dimensi.
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Hubungan antara vektor dan komponen-komponennya bisa juga dituliskan
sebagai,

A=[A,A] dalam dua dimensi (2.120)
A=[A,A,A] ddamtigadimens (2.11)

Beberapa sifat vektor dalam bentuk komponen-komponennya bisa dituliskan
sebagai berikut:
a  Kesamaan vektor:
A=B atau [AcALA]=[By,By,B,]
yang berarti (1.12
A =By, Ay:By* A =B,

b. Perkalian skalar

SA=qdALA A]=[sA. A A ] (1.13)
c. Vektor null:

Vektor null mempunyai besar nol dan arah tak terdefinisikan

0=[0,0,0] (1.14)

d. Penjumlahan vektor:
R=A+B=[R,R,R]
dengan (1.15)
R, =A+B,, R, =A +B, R,=A+B,
e. Hukum komutatif:
A+B=B+A (1.16)
f.  Hukum asosiatif:
A+(B+C)=(A+B)+C
dan (2.17)
(ns)A = (N[ A, Ay, Al = (M[SA A, SA ] = n(sA)

g. Hukum distributif;
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(n+s)A=nA+sA

S(A+B)=sA+sB (1.18)

2. Perkalian Skalar dan Perkalian Vektor

Kini kita akan membicarakan secara singkat tentang perkalian vektor,
yang mencakup perkalian skalar dan perkalian vektor. Perkalian skalar atau
perkalian titik dua vektor A dan B didefinisikan sebagai besaran skalar S
yang diperoleh dengan mengalikan besar vektor A dan besar vektor B,
kemudian mengalikannya dengan cosinus sudut antara dua vektor itu, yaitu:

S=A-B=|A|B|cos(A,B) = ABcosq untuk 0<qgq<p (1.19

Perkalian titik dua titik sama dengan nol, yaitu A.B = 0, jika salah satu
dari tiga syarat dipenuhi: A =0, B = 0, atau A tegak lurus pada B (yaitu 8 =
90°). Jika A tegak lurus pada B, vektor A dikatakan ortogonal terhadap
vektor B.

Perkalian skalar bersifat komutatif, sehingga dapat dituliskan,

A-B=B-A (1.20)

Jadi urutan dalam perkalian vektor tidak penting.
Jika dua vektor sama, yaitu A = B, maka cos (A,B) = cos 6 = cos 0° = 1,
sehingga dapat dituliskan,

A.|3=A.A=‘A2‘:A2 (1.22)

Perkalian vektor atau perkalian silang dua vektor A dan B didefinisikan
sebagai vektor C. Besar vektor C ini sama dengan besar vektor A dikalikan
besar vektor B, kemudian dikalikan dengan sinus sudut antara vektor A dan
vektor B, sedangkan arah vektor C tegak lurus pada vektor A dan vektor B,
atau tegak lurus pada bidang yang mengandung A maupun B. Kita
menuliskan perkalian vektor itu sebagai:

C=AxB (1.22)
Besar vektor C adalah
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C=|C|=|A||B|sin(A,B) = ABsing untuk 0<qg<p (1.23

Oleh karena itu C akan menjadi nol jika A = 0, B = 0, atau sudut g
adalah nol. Arah C mengikuti aturan sekerup putar kanan; dalam hal ini, jika
diputar dari vektor A ke arah vektor B melalui sudut terkecil, maka arah
vektor C searah maju atau mundurnya sekerup putar kanan: jika putaran itu
searah jarum jam, maka arah C akan maju, jika berlawanan arah putaran jam
arah vektor C akan mundur.

Pekalian vektor bersifat tidak komutatif atau antikomutatif, yang dapat
dituliskan sebagai,

AxB=-BxA (2.29)

Perkalian vektor dari suatu vektor terhadap dirinya sendiri adalah nol dan
dituliskan sebagai,

AxA=0 (1.25)

Suku ruas kanan persamaan (1.25) ini adalah vektor null, yang mengikuti
aturan,

A+0=A, Ax0=0, A-0=0 (1.26)

Perkalian vektor mengikuti hukum distributif, yang dapat dituliskan sebagai
berikut,

Ax(B+C)=AxB+AxC
dan (1.27)
S(AxB)=(sA)xB=Ax(sB)

3. Vektor Satuan dan Cosinus Arahan

Sekarang kita akan membicarakan vektor satuan atau vektor basis.
Sesuai dengan namanya, vektor satuan adalah vektor yang besarnya satu dan
mempunyai arah. Untuk sistem koordinat Cartesian, vektor-vektor satuannya
merupakan himpunan tiga vektor satuan yang saling tegak lurus (atau
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ortogonal), satu vektor satuan untuk setiap dimensi. Vektor-vektor satuan ini
ditunjukkan dengan lambang f,],lz, dengan i berada pada sepanjang sumbu-
X, I sepanjang sumbu-Y, dan k sepanjang sumbu-Z, seperti ditunjukkan
dalam Gambar 1.5. (Beberapa notasi lain kadang-kadang digunakan,
misalnya X,¥,2, atau x;,e,u; dengani =1, 2, 3.). Menurut definisi, panjang
vektor satuan dapat dituliskan sebagai,

W%HR\ =1 aa i=j=k=1 (1.283)
atau dalam bentuk komponen-komponennya,
i=110,0], j=[010, k=[001] (1-28b)

Dengan menggunakan definis vektor satuan tersebut, kita dapat
menuliskan vektor A dalam bentuk komponen sebagai,

A=Ai+Aj+AK (1.29)

Ck

e (]

Gambar 1.5.
Vektor satuan dalam sistem koordinat Cartesian.
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dengan Ay, Ay, dan A, adalah komponen-komponen vektor A sepanjang tiga
sumbu, seperti ditunjukkan dalam Gambar 1.6. Terlihat bahwa perkalian
besaran skalar (misalnya A) dengan vektor satuan (misalnya iA)
memberikan arah pada besaran skalar itu sesuai dengan arah vektor satuan
tanpa mengubah besarnya.
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Gambar 1.6.
Komponen-komponen vektor A = A(f+ Ay]+ AZIZ .
Dengan menggunakan definisi vektor satuan, perkalian titik, dan

perkalian silang, kita dapat memperoleh hubungan vektor-vektor satuan
sebagai berikut

ii=jj=kk=1 (1.30)
ij=j-k=k-i=ji=k-j=i-k=0 (1.30b)
IAxiA:j?xjAzllezzo (2.30c)
ixj=k=—jxi (1.30d)
jxk =i=—kxj (1.30€)
kxi=]j=-ixk (1.30f)
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Penjumlahan, selisih, perkalian titik, dan perkalian silang vektor bisa
dituliskan ulang dalam bentuk yang lebih ringkas dengan menggunakan
notasi vektor satuan dan sifat-sifatnya. Misalkan vektor A dan vektor B
dituliskan sebagai.=,

A=Aj+Aj+AK (1.30g)
B =B,i+B,j+Bk (1.30h)

Penjumlahan dan selisih dua vektor A dan B bisa dituliskan sebagai,

A+B=(A +B)i+(A +B,)j+(A +B)k (1.313)
A-B=(A-B)i+(A -B,)j+(A B,k (1.31b)

Perkalian titik (atau perkalian skalar) dua vektor A dan B bisa dituliskan
sebagai,

A-B=(Ai+Aj+AK) (Bi+B,j+BKk)
= AB,(i-1)+ AB,(-])+ AB,(k -K)+ AB,(i-])+ AB,(i -K)+
ABG-1)+ AB,(-K)+ AB (K1) + AB(K-])
Menggunakan hubungan vektor satuan dalam persamaan (1.30a) dan

(2.30d) kita memperoleh,
A-B=AB,+AB, +AB, (1.32)

Marilah kita sekarang menghitung perkalian silang (atau perkalian vektor)

AxB = (Ai+Aj+AK)x(B,i+Byj+Bk)
= AB(ixi)+AB,(1x])+AB,(kxk)+ AB,(ix])+ AB,(ixk)
+AB(1x1)+AB,(1xk)+ AB, (k xi)+ AB, (k )
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Menggunakan hubungan vektor satuan dalam persamaan (1.30c) dan (1.30e)
kita peroleh,

AxB=i(AB,-AB,)+j(AB-AB,)+k(AB,~AB,) (1333
yang dapat dituliskan dalam bentuk determinan sebagai,

AxB:i‘Ay +iAZ A‘+|2A‘ A (1.33b)
, B '|B, B, B, B,
atau dalam bentuk yang lebih singkat,
i ] ok
AxB=|A A A (1.33c)
B, B, B,

Kita perhatikan lagi vektor A. Komponen vektor ini sepanjang sumbu-X
adalah:

A, = Acosq (1.33d)

Cara lain untuk menuliskan komponen ini adalah mengalikan A dengan i
sehingga,

A= |A|m cosq = Acosq (1.33¢)

yang sama seperti persamaan sebelumnya. Jadi,
A =AQ (1.33f)
Persamaan ini bisa dituliskan dalam bentuk umum. Misalkan kita akan
mencari komponen A,, sepanjang sumbu N sebarang yang mempunyai vektor

satuan e, sepanjang sumbu ini. Kita dapat menuliskan,

Ah =A €, (134)
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Kita dapat menuliskan vektor A dalam bentuk komponen-komponennya,
kemudian diubah dalam bentuk sedikit berbeda sebagai berikut,

° 2 ~ A<'.‘ Ayf AZA ~
A= k=A —Zi+—>j+-2k |= Ae 1.35
Ad+AJ+A (AH At A (1.35)
dengan e, adalah vektor satuan dalam arah A. Sedangkan A/A, sama dengan

cosinus sudut antara A dan sumbu-X, A/A, sama dengan cosinus sudut antara
A dan sumbu-Y, dan A/A, sama dengan cosinus sudut antara A dan sumbu-Z.
Jadi,

&

K:cos(A,X) =cos(A,i) =a (1.363)
% =cos(A,Y) =cos(A,j)=b (1.36b)
%: cos(A,Z) =cos(A,k) =g (1.360)

dengan a,b, dang disebut cosinus arahan garis yang menggambarkan A.
Jadi kita dapat juga menuliskan,

A=A(a?+b]+gR):AéA (1.36d)

dengan éA:aiA+bJ?+gI2

Kita dapat mencari perkalian titik antara A dengan dirinya sendiri, sehingga
diperoleh,

A.A:A{(%f{%f{%f] L35

Menurut definisi, A-A = A?, sehingga,

(-]

a?+b?+g%=1 (1.37b)
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Jadi, jumlah kuadrat cosinus arahan suatu garis samadengan 1.

4. Operator Diferensial Vektor: Gradient, Divergence, dan Curl
Operator diferensial vektor ditunjukkan dengan grad atau V (dd).

Dalam koordinat Cartesian operator vektor ini digambarkan dengan,
grad:V:i‘ﬁﬁiHZﬁz 02029 (1.38)
ox "oy

Jika operator ini dioperasikan pada fungsi skalar, maka operator del
membentuk vektor. Jika operator ini dioperasikan pada perkalian fungsi
operator del harus diperlakukan sebagai operator diferensial.

Kita dapat melakukan tiga operasi yang berbeda dengan operator ini,
yaitu:

a. Operator del yang dioperasikan pada fungsi skalar u akan membentuk
grad u atau Vu.

b. Bilamana operator del melakukan perkalian skalar dengan fungsi vektor
lan A dengan membentuk V-A atau div A, hasilnya disebut
divergence A, yaitu besaran skalar.

c. Bilamana operator del melakukan perkalian vektor dengan fungsi vektor
lain A dengan membentuk VxA atau curl A, hasiinya disebut curl A
atau rot (berarti rotasi) A, yang merupakan besaran vektor

Kita perhatikan fungs skalar u yang merupakan fungsi eksplisit dari
koordinat X, y, dan z, yaitu u=u(x,y, z) , dan fungsi ini adalah kontinu serta
bernilai tunggal. Fungsi skalar ini mempunyai tiga komponen, yang bisa
dipandang menjadi komponen-komponen dari suatu vektor yang disebut
grad u atau Vu (del u). Dengan demikian, meskipun u adalah skalar, grad u
adalah vektor dengan tiga komponen yang diberikan oleh,

20U ~0U ~0OU 8u,au,6u (1.39)
oX oy o0z

gadu=Vu=i—+j—+k—
X

oy oz

Sifat-sifat grad u dapat dirangkum sebagai berikut:
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a. Grad u pada suatu titik tegak lurus pada garis (dalam dua dimensi) atau
permukaan (dalam tiga dimensi) yang merupakan tempat u konstan.

b. Grad u mempunya arah dimana u berubah paling cepat, dan besarnya
merupakan derivatif berarah dari u, yaitu laju kenaikan u per satuan jarak
dalam arah itu.

Mengingat bahwa u(x,y,z) adalah fungs skalar, maka fungs itu
menggambarkan medan skalar. Contohnya adalah perubahan temperatur dan
tekanan dalam volume tertentu dari zat. Daerah ruang ini bisa didefinisikan
dengan gradien temperatur VT (X, Y, z) atau gradien tekanan VP(X,Y,2).

Seperti  dinyatakan sebelumnya, bilamana operator del melakukan
perkalian skalar dengan suatu fungsi titik vektor A, operator itu
menghasilkan divergence A. Dalam koordinat Cartesian, divergence A dapat
dituliskan sebagai,

. ’.‘a ':5 O 6 <« N O
dlvAEV-A=[|&+J—+k§j-(ﬁy|+Ay]+Azk)

» (1.40)
_ (AR A
ox oy oz

Contoh fungsi titik vektor antara lain medan vektor listrik E(x,y,2) dan
vektor kecepatan V(Xxy,2). Divergence fungsi vektor semacam itu
menggambarkan medan vektornya.

Teorema Gauss atau teorema divergence menyatakan bahwa divergence
suatu medan vektor dikalikan dengan volume sama dengan aliran neto medan
vektor itu melewati permukaan yang membatasi volume tersebut. Persamaan
matematis teoremaini adalah:

I\J;IV-AdV =jsjﬁ-Ads (1.41)

dengan N adalah vektor satuan yang tegak lurus pada permukaan dan
menunjuk ke arah luar.

Marilah kita sekarang mengambil perkalian silang operator del dengan
suatu vektor, menghasilkan vektor yang disebut curl A atau rot A (berarti
rotasi medan vektor).
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20 ~0 0 o 2 ~

curlA=V><A=(|&+Ja—y+k§Jx(A(l+ij+Azk) (1.42a)

- 0 - . (0
oy oz 0z oX oxX oy
yang bisajuga dituliskan dalam bentuk pendek sebagai,

[

curl A=VxA-= o 9 9 (2.43)
ox oy o0z
Ao A A

Makna geometris curl A bisa juga ditentukan dengan teorema Stokes,
yang dapat dituliskan sebagai,

[[A-(vxA)ds=[A-dr (1.44)
S C

Teorema Stokes menyatakan bahwa integral garis medan vektor
sepanjang suatu lintasan tertutup sama dengan integral permukaan pada suatu
luasan yang dibatasi oleh lintasan itu.

Sekarang kita melakukan perkalian silang dua operator del sebagai
berikut:

V-V =divgrad = V2

=[fi+12+ﬁij[fi+12+ﬁij (1.45)
OX z X

yang merupakan skalar dan disebut operator Laplace. Sebaliknya, perkalian
silang dengan dirinya sendiri adalah nol, karena dua vektor itu sgjgjar satu
samalain, yaitu:

VxV =0 (1.46)
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Contoh 1.2
Hitunglah: a. grad f untuk fungsi f = xy? + yx* + xyz .
b. div r untuk medan vektor r = 4xi + 2}+4y|2 .

c. curl r untuk medan vektor r = yf + x] +zk

Penyelesaian

grad f =Vf _i| +ﬂj+ﬂl2
ox oy oz

a gradf =(y2+2yx+ yz)| +(2xy+x2+xz)]+(0+0+ xy)k
grad f =(y2+2yx+ yz)iA+(2xy+ x2+xz)]+(xy)lz
o(4x)  9(2)  9(4y)

b. divr=V.r= =4+0+0=4.
OX oy oz
i ik

c. curlr=Vxr= o 90 9
OX 8y oz

curlr_.(a@ 6<X>) (am @(z)) k(@@j
ox oy
+

curl r =i (0-0) + 1(0—0)
curl r =0 + Of+ 0k =0.

k(1-1)

B. SISTEM KOORDINAT CARTESIAN

Sekarang kita akan berbicara tentang sistem koordinat Cartesian dua-
dimensi, yang terdiri dari dua sumbu koordinat yang saling tegak lurus dan
bersilangan padatitik asal O, seperti ditunjukkan dalam Gambar 1.7. Sumbu-
X dan sumbu-Y terletak pada bidang kertas dan membentuk sudut 90° satu
sama lain. Posis titik P digambarkan dengan koordinat (x,y), yang dapat
Anda peroleh dengan menggambarkan proyeksi dari P ke sumbu-X dan
sumbu-Y, sehingga OA = x dan OB =y. Oleh karena itu, kita bisa menuliskan
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OP? = OA? + OB? = x* + y?

Gambar 1.8 menunjukkan suatu
himpunan sumbu koordinat Cartesian
tiga-dimensi. Sumbu-X dan sumbu-Y
berada pada bidang yang sama dan
saling tegak lurus, sedangkan sumbu-
Z tegak lurus pada bidang itu. Posisi
tittk P digambarkan  dengan
koordinat (xy,2 dan kita dapat
menuliskan

Mekanika ®

(1.47)

Gambar 1.7.
Koordinat Cartesian (x, y) titik
P dalam dua dimensi

T
[
e, T-\--\'
)
. Pl
i
|
I
I
j
0 i y _
. | =
"\-.‘h‘ : f.__r 3 g
xS = e
A g
+X
Gambar 1.8.

Koordinat Cartesian (x,y) titik P dalam tiga dimensi.

OP? =0OM 2 +0C? = (OA? + OB?) + OC?

OP? = x?+y?+7°

(1.48)

Tiga sumbu yang saling tegak lurus dalam Gambar 1.8 membentuk
sistem sekerup putar kanan. Jika diputar dari sumbu-X ke arah sumbu-Y,
maka arah sumbu-Z sesuai dengan gerak maju-mundurnya sekerup.

C. SISTEM KOORDINAT POLAR BIDANG
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Sistem koordinat Cartesian sangat berguna untuk menggambarkan gerak
benda dalam arah garis lurus. Koordinat ini kadang-kadang kurang tepat
digunakan untuk gerak lengkung, 1
misalnya gerak melingkar.
Pemilihan sistem koordinat yang
tepat dapat membuat penyelesaian x [r—--""TTTTTTTTIIE My
masalah lebih sederhana. Sebagai gt
contoh, gerak melingkar pada suatu o
bidang lebih tepat digambarkan Y
dengan koordinat polar bidang. C

2

Dalam Gambar 1.9 ditunjukkan ¢ % =
kpordinat Cartesian titik P .d.alam Gambar 1.9.
bidang XY adalah (xy). Titik P Koordinat polar bidang (r, 8) titik P
berada pada jarak r dari titik asal O dalam dua dimensi.
dan garis OP membentuk sudut
terhadap sumbu-X. Titik P juga dapat digambarkan mempunyai koordinat
(r,8) dalam sistem koordinat polar bidang. Hubungan antara (x,y) dan (r,0)
adalah:

X =T C0s(q y=rsing (1.49)

Kita dapat menyatakan r dan 6 dalam x dan y secara sederhana. Dengan
mengkuadratkan dan menjumlahkan persamaan (1.49) kita memperoleh,

X2 +y? =r?(cos’q +sin’q) =r?

Dari persamaan (1.49) kita dapat membagi y dengan x, sehingga diperoleh,

y_rsing _ tang
X rcosq
Dengan demikian kita memperoleh,
r=x+y? danq=tan 1Y —costX—sintY (1.50)
X r r

Jadi, suatu sistem koordinat, (x,y) atau (r, 8) menentukan secara lengkap
posis suatu titik dalam suatu bidang, r dapat mempunyai sebarang nilai
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antara O dan oo, sedangkan 6 dapat mempunyai nilai antara 0 dan 2m radian,
dengan 6 bertambah dalam arah berlawanan putaran jarum jam.

D. SISTEM KOORDINAT SILINDER

Marilah kita perhatikan sebuah titik P yang berada pada jarak r dari titik
asal O. Titik P dapat diletakkan dengan menggunakan himpunan koordinat
Cartesian (x,y,z) atau koordinat silinder (r,f,z) seperti ditunjukkan dalam
Gambar (1.10).

Daam Gambar 1.10 hubungan antara koordinat silinder
(r ,f, 2) dihubungkan dengan koordinat Cartesian (x,y,z) melalui persamaan

X=r cosf (1.51a)
y=r sinf (1.51b)
z=z 7] (1.51c)
£ P
e

;}I Pix. v. 2)
I (P&,7)

Gambar 1.10.
Koordinat silinder (r,f,z) untuk titik P dalam ruang.

Hubungan sebaliknya dapat dicari dari persamaan (1.51) melalui
prosedur yang digunakan dalam koordinat polar bidang, sehingga kita
memperoleh,

f =3ty (1.524)
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f =tan!

x |<

(1.52b)

z=12 (1.52¢)
E. SISTEM KOORDINAT BOLA

Kita perhatikan kembali titik P dalam ruang yang berada pada jarak r
dari titik asal O, seperti ditunjukkan dalam Gambar 1.11. Koordinat Cartesian
titik P adalah (xy,2), sedangkan koordinat bola titik itu adalah (r,q,f).
Untuk mencari hubungan antara dua himpunan koordinat ini, kita
menguraikan OP =r menjadi dua komponen PM dan OM, dengan

PM =0C=0Pcosq aau z=rcosq
OM =PC=0Psinq aau OM =rsinq

Selanjutnya kita menguraikan OM menjadi dua komponen, OA dan OB,
sehingga

OA=0M cosf  aau x=rsing cosf

OB =OM sinf aau y=rsnqsinf

[rei—————— -;YI .F’ln.,:r_:j
1.".:|'L|hl

L=f'4|'l:1'.|
I

i
¥l
1 R

o Y
M o x=rsint cosd
&

N s
v o= ¢ sind sing

Gambar 1.11.
Koordinat bola (r,q,f) untuk titik P dalam ruang.

Oleh karena itu, kita mempunyai hubungan,
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X = r sinq cosf (1.539)
y=rsingsinf (1.53b)
Z=rcosq (1.53¢)

Seperti dibicarakan sebelumnya, hubungan sebaliknya bisa dicari dari
persamaan (1.53) sebagai berikut.

r =OP =yOMZ2 + OC? =/(OAZ + OB2) + OC? =2 + y* + 72
PC oM JomioB? ¥ty

tanq = =

OoC oOcC oC z
tanf = oB _Y

OA X

Oleh karena itu, kita memperoleh hubungan

r=yx2+y?+22 (1.549)
2 2
tang =YX Y (154b)
z

tanf =2 (1.54c)
X
Koordinat bola ini akan sangat berguna dalam membahas gerak dalam
tigadimensi.

‘% LATIHAN

=

Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di atas,
kerjakanlah latihan berikut!

1) Dalam koordinat Cartesian dua dimensi vektor posis A dan B secara
berturut-turut dinyatakan sebagai,

A =(2,0m)i+(6,0m)j dan B =(50m)i+(10,0m)]
Carilah vektor pergeseran D = B — A dan gambarkan tiga vektor

tersebut!
2) Vektor kecepatan sebuah partikel dapat dituliskan sebagai,
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v =(6,0 m/s)i +(8,0 m/s)j + (10,0 m/s)k
Hitunglah lgju (atau besar kecepatan) partikel tersebut!

3) Carilah vektor momentum sudut L dan vektor satuannya, yang tegak
lurus pada vektor posisi r dan vektor momentum linear p yang secara
berturut-turut dinyatakan sebagai,
r=(1m)i+(2m)j+(3 m)R dan
p=(2kg nVs)f—(l kg m/s)]+(2 kg n1/s)12

4) Hitunglah div r untuk medan vektor r = xyiA— yzj— K .

5) Hitunglah curl F untuk medan gaya

F= (4abyz2 —10bx? yz)f+ (9«':\bxz2 - 6bx3y)f+ (8axbyz)k

Petunjuk Jawaban Latihan

1) Pergeseran D dapat dicari dengan rumus penjumlahan/pengurangan
vektor, yaitu
D=B-A=(50m-2,0m)i+(10,0m-6,0m)j=(3,0m)i+(4,0m)j
Panjang vektor pergeseran adalah:

D=,/DZ+DZ =/(30m)’+(40m) =50m.

Arah vektor pergeseran D dicari sebagai berikut:
tanq = Dy/Dx=4,0/3,0=1,33, sehingga g =53".
Gambarkan tiga vektor tersebut dalam koordinat Cartesian dua dimensi.
2) Pertama-tama kita cari perkalian titik vektor kecepatan v terhadap
dirinya sendiri
v-v=[ (6,01/s)i +(80ms)j+(10,0ms)k |- (6,0ms)i +(8,0mis)]j+(10,0 M)k

v-v=(6,0m/s)” +(8,0 m/s)* +(10,0 m/s)” = 200,0 (M/s)?

VZ=v.v
Jadi lgju partikel tersebut adal ah:

v=4/200,0(m/2)? =14,14 m/s

3) Untuk menyederhanakan penulisan, satuan besaran-besaran r, p, dan L
tidak dimasukkan dalam perhitungan, melainkan langsung pada hasil
akhir perhitungan.
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i j k i j k
L=rxp=|r, ry r,|=(1 2 3
Pk Py P | |2 1 2

L= i(ryp, =10y )+ 1 (5P —1xPy) + K (repy =1y py)
L=1i(4+3)+j(6-2)+ k (-1-4)

L=7i+4-5K

Besar momentum sudut

L =|L|=+/49+16+25=1/90 = 9,49 kgm’/s

Misalkan vektor satuan dalam areh L itu adalah 1, maka T=L/L|.

Teruskan!
4) Lihatlah Contoh 1.2.
5) Lihatlah Contoh 1.2.

=¥ RANGKUMAN

Besaran skalar adalah besaran yang hanya dinyatakan dengan besar
satuannya. Besaran vektor adalah besaran yang dinyatakan dalam besar
dan arahnya.

Vektor dapat diuraikan menjadi komponen-komponen dalam
masing-masing sumbu koordinat. Penjumlahan vektor-vektor dapat
dilakukan dengan menjumlahkan komponen-komponennya sepanjang
sumbu yang dipilih dengan bantuan fungsi trigonometri, kemudian
memadukan komponen hasil menjadi vektor resultan.

Dalam koordinat Cartesian dua-dimensi sebuah vektor R yang
membentuk sudut g dengan sumbu-X dapat diuraikan menjadi dua
komponen R, dan R, dalam arah sumbu-X dan sumbu-Y, yang besarnya
dapat dituliskan sebagal,

R, = Rcosq dan R, =Rsinq

Sebaliknya, jika R, dan R, diketahui, kita dapat menghitung R dan 0
melalui hubungan,

R

dan tanq =

Py
I
22
+
X
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Dalam koordinat Cartesian tiga-dimensi hubungan vektor dan
komponen-komponennya dapat dinyatakan sebagai,

R=yR; +R +R;

RZ 2
tanq = Rer - VRAHRY
Ry R,
tanf :&
Rx

Perkalian skalar atau perkalian titik dua vektor A dan B
menghasilkan besaran skalar S yang diperoleh dengan besar vektor A
dan besar vektor B, kemudian mengalikannya dengan cosinus sudut
antara dua vektor itu, yaitu

S=A-B=|A||B|cos(A,B) = ABcosq untuk 0<q<p

Perkalian vektor atau perkalian silang dua vektor A dan B
menghasilkan vektor C, yang besarnya sama dengan besar vektor A
dikalikan besar vektor B, kemudian dikalikan dengan sinus sudut antara
vektor A dan vektor B, sehingga,

C=|C|=|A|[B|sin(A,B) = ABsinq untuk 0<qg<p

Sedangkan arah vektor C tegak lurus pada vektor A dan vektor B,
atau tegak lurus pada bidang yang mengandung A maupun B.

Vektor A dan B bisa dinyatakan dalam vektor-vektor satuan f,],IZ,
dalam arah sumbu-X, sumbu-Y, dan sumbu-Z, sebagai

A=Aji+Aj+Ak dan B=B,i+B,j+Bk
Perkalian titik dua vektor A dan B bisa dituliskan sebagai
A-B=AB,+AB,+AB,

Perkalian silang dua vektor A dan B bisa dituliskan dalam beberapa
bentuk sebagai,

AxB =?(AyBZ—AZBy)+i(AZBX - AB,)+k(AB, - AB,)
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A A

y B

A A

B, B,

A A
B, B

X

AxB=i

+] + k

z

Dalam koordinat Cartesian operator diferensial vektor ditunjukkan
dengan grad atau V (del) sebagai

Operator ini bisa dioperasikan dalam tiga bentuk, yaitu grad, div,
dan curl, yang dapat dituliskan sebagai:

grad u:Vuzf%ﬂ?a_UHz@:(@u ou auj
X

oy oz \ox'oy ez
CUr|AEVXA:(i\%+i%+ﬁ%)x(&’i\+&]+&ﬁ)
(-2
oy oz 0z 0OX ox oy

Hubungan antara koordinat (x,y) dalam sistem koordinat Cartesian
dua-dimensi dan (r,0) dalam sistem koordinat polar bidang dinyatakan
sebagai

X =T C0sq y=rsing

Hubungan antara koordinat silinder (r ,f,z) dengan koordinat
Cartesian (x,y,2) dapat dinyatakan sebagai
x=r cosf
y=r sinf
z=12
Hubungan antara koordinat bola (r,q,f) dengan koordinat
Cartesian (x,y,2) dapat dinyatakan sebagai
X = r sinq cosf
y=rsingsinf
Z=rC0osq
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% TES FORMATIF 1

1)

2)

3)

4)

Pilihlah satu jawaban vana paling tepat!

Sudut yang dibentuk oleh vektor Az’i\—2]\—|2 dan vektor

Bz6f+8]—10|2 adalah ....
A Q°
B. 45°
B. 60°
C. 90°.

Vektor kecepatan sebuah partikel dinyatakan sebagai v = i+ 4]\+8|2
Vektor satuan dalam arah kecepatan itu adalah ....
A. & =i+]+k

o o0
I

— =y =y
+

B
C.
D

Ol ok N

o
Il

Sebuah partikel bergerak melingkar mengelilingi sumbu-Z dengan
kecepatan sudut w=8K . Kecepatan tangensial pada posisi r dapat
dinyatakan sebagai v=wxr . Besar kecepatan tangensial pada saat
partikel padaposisi r :31?+4I2 adalah ....

A. Sradm/s

B. 8rad m/s

C. 24radm/s
D. 32radm/s

Pada saat tertentu dua buah partikel secara berturut-turut berada pada
posis r; = 4f+3] dan r, = 8f+6] . Sudut antara dua vektor posisi ini
adalah ....

00

45°

60°

90°

Cow>
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5)

6)

7)

8)

Mekanika ®

Gaya F = 20f+15] bekerja pada partikel yang berada posisi r = 3f+4].
Komponen gayadalam arah r adalah ....

A. 5

B. 24

C. 25
D. 120

Jika fungs skalar f =x®—y?z, maka Vf pada titik (1,1,1) dapat
dinyatakan sebagai ....

A. Vf =2i-0j—0k

B. Vf =2-0j-k
C. Vf =2i-2j-0k
D. Vf =2i-2j-k

Fungs potensial yang menggambarkan sebuah gaya dapat dinyatakan

sebagai V(r)=k/r dengan k adadah  konstanta  dan
U

r= (x2 +y?+ 22) z Gaya yang didefinisikan menurut F =-VV dapat

dinyatakan sebagai ....

A F=(ke/r)i+(ky/r)j+(kelr)k

Jika vektor 1 = xyzi + X2 y? 2]+ x° y* 22k maka....
A. V-r =xz+4xyz +9x°y?z?
222

B. V.r=xz+8xyz+27x°y“z
C. V-r=xz+2x%y?z+3%y*2
D

V-r = xz+ 2x%yz% + 3x%y3 72
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9) Jkavektor r = X% + y%j + z°k , maka ...

A.

B
C.
D

Vxr =0i +0j + 0k

Vxr :2><iA+2yj?+222

Vxr = (2x-2y)i +(2y-22)j + (22— 2X)k
Vxr = (2y-22)i + (2x—22)j + (2y - 2X)k

10) Cosinus arahan untuk vektor B = 6i + 8]? adalah ....

A.

B
C.
D

_1p_1
a_G,b_

[1F Y|

_3p_
a_g,b_
a=6b=8

a =36,b =64

Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 1 yang
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawaban yang benar.
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan
Andaterhadap materi Kegiatan Belgjar 1.

) Jumlah Jawaban yang Benar
Tingkat penguasaan = x 100%
Jumlah Soal

Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali
80- 89% = bak
70- 79% = cukup
<70% = kurang

Apabila mencapal tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat
meneruskan dengan Kegiatan Belgjar 2. Bagus! Jika masih di bawah 80%,
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belgjar 1, terutama bagian yang
belum dikuasai.
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Kegiatan Belajar 2
Kinematika dalam Sistem Koordinat

ekarang kita akan membahas kinematika, yang menggambarkan gerak

benda atau partikel tanpa memperhatikan gaya yang menghasilkan gerak
itu. Kinematika berkaitan dengan konsep-konsep dan hubungan antara posisi,
kecepatan, percepatan, dan waktu. Oleh karena itu, kita akan membicarakan
posisi, kecepatan, dan percepatan partikel dalam dua dimensi dan tiga
dimensi. Sistem koordinat yang kita gunakan untuk menggambarkan gerak
partikel itu adalah koordinat Cartesian, koordinat polar bidang, koordinat
silinder, dan koordinat bola.

A. GERAK PARTIKEL DALAM KOORDINAT CARTESIAN
Jika sebuah partikel bergerak dalam bidang XY, gerak partikel itu
biasanya digambarkan dengan:

X = X(t), y=y(t)
atau (1.55)
r=r(t)

dengan waktu t merupakan parameter. Kita bisa menuliskan vektor posisi r,
yang dinyatakan dalam vektor satuan, sebagai:

r:fx+]y (1.56)
Kecepatan partikel dan komponennya dapat dituliskan sebagai:

dr -~dx Ady > 0
- 242 1.57
v pm Idt+Jdt vy +jvy ( )

Percepatan partikel dan komponennya dapat dituliskan sebagai:

dv er :‘dZX ¢d2y 2 2
== =ji——+j—2=ia,+ja 1.58
d a2 e oI (59
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Gerak partikel dalam dua dimens tersebut dapat diperluas untuk
menggambarkan gerak partikel dalam tiga dimensi, sehingga kita
memperoleh

r_|x+Jy+kz (1.59)
fdx ]ﬂ ;9 |v +jV +kv (1.60)
dt dt
dv  d* Adz Ad Adzz sa s
_—— = —+k—=ia,+ja, +ka 161
dt dtz dt J dt2 X+J y+ V4 ( )

B. GERAK PARTIKEL DALAM KOORDINAT POLAR BIDANG

Dalam banyak situasi koordinat polar bidang (r,q) sering kali lebih

cocok untuk menggambarkan gerak partikel daripada koordinat Cartesian
(xy). Jarak r diukur dari titik asal O, sedangkan sudut 8 diukur dari sumbu-X
positif berlawanan arah dengan putaran jarum jam, seperti ditunjukkan dalam
Gambar 1.12. Vektor satuan i dan ] juga ditunjukkan.

=¥

Gambar 1.12.
Vektor satuan i dan 0, dalam koordinat polar bidang

Vektor satuan dalam koordinat polar bidang diberi notasi f dan 0, yang
mempunyai arah sesuai dengan arah pertambahan r dan q . Jadi © menunjuk
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dalam arah P sepanjang pertambahan jarak radial r, sedangkan ) menunjuk
dalam arah gerak P ketika sudut g bertambah. Dua vektor satuan ini
merupakan fungsi sudut q. Vektor satuan © dan 6 terssbut membentuk
sistem koordinat yang disebut koordinat polar bidang atau hanya dikatakan
sebagai koordinat polar.

jusndl

]
: ]ginl}
1

-X i —xizl sl i +i

Gambar 1.13.
Hubungan antara vektor satuan (Fé) dan 6 I)

Hubungan antara vektor-vektor satuan ditunjukkan dalam Gambar 1.13
sebagai
= fcosq +isi ng (1.62)

l’,.‘
é=—isinq +]cosq (1.63)

Marilah kita mendiferensialkan vektor satuan 7 dan 6 terhadap q,
sehingga,

df T . < A

—=—-ising+jcosq =06

dq

s I )
— =-icosq—jsing =—r
dq

Oleh karena itu, kita memperoleh,
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i=é dan —=
dq dg

®__; (1.64)

Hasil-hasil ini dapat diperoleh secara langsung dengan mengacu Gambar
1.14(a) dan (b). Gambar ini menunjukkan posis  dan § untuk sudut
tertentu g dan g +dg . Selama sudut q bertambah dengan dq , vektor
satuan radial berubah dari 7(q) menjadi F(q+dq) sebesar df . Demikian
pula, vektor satuan sudut berubah dari 6(q) menjadi 6(q +dq) sebesar df.

Perhatikan bahwa df menunjuk arah 6, sedangkan d® menunjuk arah
berlawanan dengan arah  yaitu arah —f .

A .

kY Y
i
Fill = dR e
dd
Fa o dm
H .
A X
[l I
Gambar 1.14.

(a) Perhitungan perubahan f terhadap g dan (b) ) terhadap q .

Vektor posisi r dalam koordinat polar dapat dituliskan sebagai,
r=rf+ro() (1.65)

Perhatikan bahwa 1 =7 (q) ; oleh karena itu ungkapan dalam persamaan
(1.65) tidak berisi q secara eksplisit. Gerak partikel ditentukan oleh r(t) dan
q(t) dalam koordinat polar. Oleh karena itu kecepatan v adalah:

dad d, . dr. df
V=—=—(f)=—r+r—
dt dt dt dt

Karena i =7 (q) , menggunakan persamaan (1.65) kita dapat menuliskan:
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df _df dg _g
ot dg dt

Perhatikan bahwa turunan q terhadap t, t:qu dapat dituliskan sebagai

g . Dengan demikian kita dapat menuliskan kecepatan v dapat dituliskan
sebagai,

v:rf+rqé (1.66)
Kita dapat menuliskan:

Ve =r dan v, =rq (1.67)
dengan v, adalah komponen kecepatan sepanjang © dan disebut kecepatan

radial, sedangkan v, adalah komponen kecepatan sepanjang 8 dan disebut
kecepatan sudut. Oleh karena itu, persamaan (1.66) dapat dituliskan sebagai,

v=Vf+y,0 (1.68)
Percepatan sistem tersebut ditentukan oleh,

_dv_d e Ggyo9p,pdfda drog dgg odBdg
dt ot o g ot o dt o dg dt

= +r(0)q+rq0+rq6+rq(-f)q
Dengan demikian kita memperoleh,

a=(F —rq?)f +(rq + 2rq)d (1.693)
a=af +a,0 (1.69b)

dengan komponen percepatan radial a, dan komponen percepatan sudut g,
dapat dinyatakan sebagai,

a, =i-rqa, =rq+2rq (1.70)
Suku
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2 2
rg2 = r[%_j - X:_ (1.72)

adalah percepatan sentripetal yang muncul dari gerak dalam arah 6.
Selanjutnya, jikar dipertahankan konstan terhadap waktu, ¥ =i =0, lintasan

partikel adalah lingkaran dengan percepatan sentripetal. Suku 2rq adalah
percepatan Corialis.

C. GERAK PARTIKEL DALAM KOORDINAT SILINDER

Dengan menambahkan komponen Z pada koordinat polar bidang kita
memperoleh koordinat silinder untuk menggambarkan gerak dalam tiga
dimensi. Tiga vektor satuan p,®, danZ secara berturut-turut dalam arah

kenaikan r ,f, danz ditunjukkan dalam Gambar 1.14. Perlu diperhatikan
bahwa Zz adalah konstan, sedangkan p dan @ merupakan fungsi f .

Berdasarkan Gambar 1.15 hubungan antara koordinat Cartesian (X, Y, 2)
dan koordinat silinder (r ,f,z) dapat dituliskan sebagai,

X =r cosf (1.719)
y=r sinf (1.71b)
z=12 (1.71c)

Hubungan sebaliknya adalah

f =3ty (1.724)

fotantY-gnt—Y ___cost X __ (1.72b)
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Gambar 1.15.
Koordinat silinder (r,f,z) dan vektor satuan (,®,Z) yang bersesuaian.

Menggantikan (r,q) dengan (r ,f) dan dengan komponen Z tambahan, kita
bisa menuliskan hubungan sebagai berikut:
p=icosf +]jsinf (1.733)
® =—isinf + jcosf (1.73b)

dan, seperti sebelumnya

ol

ah .
o _ 1.74
o (0 (L.749)
dp .

o 1.74b
- P ( )

Vektor posisi r untuk partikel yang berada pada titik P dalam koordinat
silinder, yang ditunjukkan dalam Gambar 1.15, adalah:

r=rp+z2 (1.75)

dengan r menunjukkan jarak titik P dari sumbu-Z dan menunjukkan rotasi

sudutnya dari sumbu-X, sedangkan z menunjukkan elevasinya di atas bidang
XY. Dengan mengingat bahwa p=p(Ff) kita bisa menuliskan vektor

kecepatan sebagai,

dr d, . .
=—=—(rp+2z2)=
Olt( p+2)

dr . dpdf dz,
V= — P+ ——
dt

dz " Ave'  am
+—Z24+z2—=rp+r (@) +zz+ 20
dt P df dt dt dt prr(® ©

dengan dz/dt = 0; oleh karenaitu,

v=rp+rfo+z (1.76)
av d .. A

a=—=—(p+rf @+2z
" Olt( p 0+22)

dan dapat ditunjukkan dengan menggunakan persamaan (1.74) bahwa:
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a=(—rf2)p+(f+2rf)p+23 (1.77)

Kita sekarang dapat menyatakan vektor A dalam tiga komponen
A A, danA, daam tiga arah vektor satuan yang saling tegak lurus
0,®, dan Z , yaitu,

A=ADP+AO+AZ (1.78)

Komponen-komponen ini tidak hanya tergantung pada vektor itu sendiri

tetapi juga tergantung pada tempatnya di dalam ruang, karena p dan @
tergantung pada f . Jika A merupakan fungsi waktu t, maka:
dpdt dA . dpdf  aA

dz
——+—2Z+ A —
df dt dt df dt dt df

da dA |
=—0p+

o @ P
Karena dz/dt =0, dp/df =@, dan dp/df =—p, setelah penyusunan
ulang kita memperoleh
dA  [dA dA dA,

E:[T—Af}fw(whﬁfj@HTi (1.79)

D. GERAK PARTIKEL DALAM KOORDINAT BOLA

Koordinat bola merupakan koordinat yang umumnya paling banyak
digunakan dalam situas simetri bola, misalnya pada kasus gaya coulomb
dalam atom dan gaya gravitasi. Titik P dalam ruang ditempatkan dengan
koordinat (r,q,f) seperti ditunjukkan dalam Gambar 1.16. Dalam hal ini r

adalah jarak radial dari titik asal O, f adalah sudut azimut yang

menempatkan suatu bidang yang memiliki sudut rotasi diukur dari sumbu-X,
sedangkan sudut adalah sudut polar yang diukur ke bawah dari sumbu-Z.
Sudut polar g dapat mempunyai sebarang nilai antara O dan p/2,
sedangkan sudut azimut f  dapat mempunyai sebarang nilai antara0 dan p .

Koordinat Cartesian (X,Yy,z) dihubungkan dengan koordinat bola

(r,q,f) melaui persamaan berikut:

X = r sinq cosf (1.80a)
y=rsingsinf (1.80b)
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Z=rcosq (1.80c)

Perhatikan bahwa r sing = r . Hubungan sebaliknya adal ah.

r=yx2+y?+22 (1.81a)
2 2
VXY (1.81b)

1Y (1.81c)
X

q=tan”

Gambar 1.16.
Koordinat bola (r,q,f) dan vektor satuan (f,0,() yang bersesuaian.

Tiga vektor satuan yang saling tegak lurus dalam koordinat bola adalah
7,6, dan§, seperti ditunjukkan dalam Gambar 1.16. Ditunjukkan pula
vektor satuan i,j,k,Z(=k), danp . Vektor satuan ¢ terletak pada bidang
XY, sedangkan 7,6,p, dan? terletak pada satu bidang vertikal. Untuk r dan
g tertentu perubahan f bersesuaian dengan rotas di sekitar sumbu-Z,
sedangkan untuk r dan f tertentu perubahan q bersesuaian dengan rotasi
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pada bidang yang mengandung 7,6,p, dan? . Dari Gambar 1.16 hubungan
antara vektor-vektor satuan dapat dituliskan sebagai,
f =psing +2cosq = ising cosf +jsing sinf +k cosq
é=f)cosq —-2Zsing =icosq cosf +]cosq sinf —Rcosq (1.82)
®=—isinf +jcosf

Mendiferensialkan persamaan ini kita bisa memperoleh

or _5 or _¢sing

oq of

0 . 6 .

—= —=(@co 1.83
P o~ Peosd (1.83)
150] 150 N ~

—=0 —=—-p=-rsing—-06cos

2 of p q q

Dalam koordinat bola posisi titik P dalam ruang ditentukan oleh vektor
posisi r, yang dinyatakan sebagai:
r=rf=ri(q,f) (1.84)
Kita sekarang dapat mencari ungkapan untuk kecepatan dan percepatan
dengan menggunakan hubungan-hubungan sebelumnya.
dr dr. df dr

d, . R
—=—[rr@,f)]=—r+r—=rr+r—
dt dt[ @t dt dt dt

v=r

Menggunakan persamaan (1.83) kita memperoleh,
Faf) F o F Ao oy
dt dg dt df dt

Oleh karena itu, kita memperoleh:
v="rF+r86+(rf sing)d (1.85)
Dengan cara yang sama,
dv d... .a - -
a=f=—=—[fr+r00+(rf sin
m dt[ ( q) 4]

yang dengan penyederhanaan menghasilkan,
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a= (i —rq? —rsin’qgf 2)f + (rq + 2rq —r sing cosqf )8 (1.86)
+(rsingf +2rf sinq + 2rqgf cosq)@ '
Karena 7,0, dan$ membentuk suatu himpunan vektor satuan yang

saling tegak lurus, kita bisa menuliskan vektor A dalam bentuk komponen
sebagai,

A=AF+AB+AD (1.87)

Komponen-komponen itu tidak hanya tergantung pada vektor A , tetapi
juga tergantung pada letaknya di dalam ruang. Jika merupakan fungsi waktu
t, kita dapat menuliskan.

~ R A d ~
d_A:%F_FAYd_r_F%_e_F @_Fiq\)_’.Ad_(p
dt dt da dt da dt dt

Dengan menggunakan persamaan (1.75) kita bisa menuliskan

df _didq diof

=6q +@singf’
dt dq ot df ar aresnd

db_dédg _ ..

dt  dg dt

d¢ dodf .. .. - :
—F =T —_pof =(-rsing-0cosqg)f
dt df dt P ( a %

Menggunakan hasil-hasil ini kita memperoleh
dA [(dA . o) (A . N A
o = - A dngf |F+ - Aq-A cosgf |6
m (dt Ad-A QJ (dt AQASQJ
dA ingf g
+| ——A singf — A, cos
" A singf — A, cosgf |
E. GERAK MELINGKAR

Gerak melingkar pada suatu bidang merupakan salah satu contoh gerak
dengan lintasan lengkung. Gerak semacam itu secara umum telah dibicarakan
dalam pokok bahasan gerak dalam koordinat polar bidang.
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Menurut definisi, untuk sebuah partikel yang sedang bergerak dalam
lintasan lengkung, vektor kecepatannya v sama dengan hasil kali lgju v dan
vektor satuan ( dalam arah garis singgung, sehingga:

v = Vi, (1.89)
Selama partikel itu bergerak, laju dan arahnya mungkin berubah; oleh
karenaitu percepatan partikel dituliskan sebagai;

dv_d(vd) _dv. di

+
dt dt dt ' dt

atau

~

a=vi, +v% (1.90)

Karena besar vektor satuan (0, adalah konstan, maka derivatif du, /dt
berarti arah ; yang sedang berubah terhadap waktu. Seperti ditunjukkan
dalam Gambar 1.17, partikel mula-mula berada pada titik P dan dalam selang
waktu partikel itu menempuh jarak serta mencapai titik Q. Misalkan vektor
satuan pada P dan Q secara berturut-turut adalah 0, dan G, . Dalam gambar
sebelah kanan ditunjukkan bahwa dua vektor satuan ini berbeda sudut Aq .
Besar perbedaan dua vektor satuan tersebut adalah,

|Aut|:‘u;—ut‘:25inA7q

Selama Aq mendekati nol, ruas kanan mendekati Aq , sehingga,

Dalam limit itu, AQ, menjadi tegak lurus pada 0, dan disebut vektor
normal satuan u'n , seperti ditunjukkan dalam Gambar 1.17 dengan demikian,
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a,=—- (1.91)

Gambar 1.17.
Vektor satuan untuk gerak partikel sepanjang lintasan lengkung.

Dengan menggunakan aturan rantai, kita bisa menuliskan,

di, _di,dg_; da ds
dt dg dt "dsdt
Tetapi ds/dt =v dan ds/dq =r =jari-jari kelengkungan lintasan; jadi,

(1.92)

Memasukkan persamaan ini dalam persamaan (1.90), kita memperoleh

V2
a=vi, +——0, (1.93)

Jadi percepatan digambarkan dalam dua komponen, tangensial dan normal,
yaitu
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Komponen normal kecepatan selalu mengarah ke sis cekung lintasan
dan disebut percepatan sentripetal. Besar kecepatan a adalah

4 \l/2
Y
a=|a= (\72 +—2J (1.94)
r
bH
LU B (AL
I3
do P 2
A
& r ,|, r
) :Y 3 :"I
X X
Gambar 1.18.

(a) Gerak melingkar dan (b) hubungan vektor antara v,w, danr .

Sekarang, marilah kita perhatikan gerak melingkar partikel dalam
koordinat Cartesian. Gambar 1.18(a) menunjukkan sebuah partikel yang
bergerak melingkar pada bidang yang sejajar dengan bidang XY . Pada saat t
partikel itu berada di titik A dan pada saat t + dt partikel itu berpindah sampai
B. Jika jari-jari lintasan r adalah konstan, maka kecepatan sesaat partikel

adalah,

yo9s_rdq (1.95)
dt
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Besaran,

dg
w=— 1.96
m (1.96)
disebut kecepatan sudut. Kecepatan sudut dinyatakan dalam satuan radian per
sekon (= rad/s atau rad s* atau hanya s*). Oleh karena itu, persamaan (1.95)

dapat dituliskan sebagai,
vV =wr (2.97)

Kecepatan sudut merupakan besaran vektor yang mempunyai arah
sepanjang sumbu putaran (atau rotasi) yang tegak lurus pada bidang gerak,
sesual gerak maju-mundurnya sekerup putar kanan yang diputar searah
dengan gerak putaran benda. Gambar 1.17(b) menunjukkan bahwa
r =rsinf , sehingga kita dapat menuliskan,

v=wrsinf .

Hal ini menunjukkan berlakunya hubungan vektor,
V=Wxr (1.98)

Perlu diperhatikan bahwa persamaan ini hanya berlaku untuk gerak
melingkar, yaitu gerak denganr dan f konstan.

Suatu keadaan khusus adalah gerak melingkar beraturan atau gerak
melingkar seragam, yaitu gerak melingkar dengan kecepatan sudut konstan.
Dalam hal ini partikel melalui setiap titik pada lingkaran dalam selang waktu
konstan. Periode T adalah waktu yang diperlukan oleh partikel untuk
menempuh satu kali putaran. Jumlah putaran tiap satuan waktu, biasanya tiap
sekon, disebut frekuensi. Hubungan antara periode dan frekuensi dinyatakan
sebagai,

f== 1.99
= (1.99)
Dalam S| periode dinyatakan dalam s, frekuensi dinyatakan hertz (atau
Hz), yang didefinisikan sebagai cps (cycle per second). Kadang-kadang
frekuensi gerak melingkar dinyatakan dalam rps (revolution per second) atau
rpm (revolution per minute).
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Contoh 1.3
Gerak sebuah partikel digambarkan menurut persamaan

r = ati + Acoswti

Carilah kecepatan dan percepatan partikel sebagai fungsi waktu.

Penyelesaian
K ecepatan: v=%=af+(—Asinwt)w]=aiA—(AWSinWt)]
Percepatan: a:%:of—(ﬂw\/coswt)w]:—(szcoswt)f
Contoh 1.4

1.47

Anggaplah bahwa bumi berotasi secara beraturan di sekeliling sumbunya
dengan kecepatan sudut w =7,292x10°° rad/s. Carilah kecepatan dan
percepatan suatu titik pada permukaan bumi dinyatakan dalam dergjat

lintangnya.

Penyelesaian

Gerak rotasi bumi tersebut mengakibatkan semua titik pada permukaan bumi
melakukan gerak melingkar beraturan. Dalam Gambar 1.19 ditunjukkan
bahwa garis lintang titik A ditentukan oleh sudut a, yang dibentuk vektor
posisi r (r = OA) dan jari-jari ekuator OD. Jika bumi berotasi sekitar sumbu
rotasi US, titik A melakukan gerak melingkar beraturan dengan pusat B dan

berjari-jari,
r =rcosa
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Gambar 1.19.
Kecepatan dan percepatan suatu titik pada permukaan bumi.

Kecepatan suatu titik pada garis lintang menyinggung lingkaran tersebut
dan sgjgjar dengan ekuator. Besar kecapatan titik yang bersangkutan adalah
V=Wr =Wr cosa

karena gerak tersebut adalah gerak melingkar beraturan, maka percepatannya
adalah percepatan sentripetal ke arah titik B dan besarnya adalah,

a=Vv?/r =w?r cosa

Dengan memasukkan nilai w=7,192x10"rad/s dan jari-jari bumi
r =6,37x10° m, diperoleh

v=0644cosa m/s

a=339x102cosa m/s’

Kecepatan dan percepatan maksimum terjadi pada ekuator (a =0°),
yang besarnya secara berturut-turut adalah v = 644 m/s dan a = 3,39 102
m/s’.

‘% LATIHAN

—_—
=

Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di atas,
kerjakanlah latihan berikut!

1) Dua partikel dipancarkan dari satu sumber dan pada waktu tertentu
posisi dua partikel itu adalah,

r, =4i+3j+8k dan r, = 2i +10j + 5k

Hitunglah panjang masing-masing vektor posisi itul
Carilah vektor r =r,—r; yang menunjukkan pergeseran relatif

oo

partikel kedua terhadap partikel pertama. Hitunglah panjang vektor
pergeseranr ini!
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2)

3)

4)

5)

c. Gambarkan tiga vektor tersebut dalam koordinat Cartesian!

Sebuah benda bergerak sepanjang sumbu-Y menurut persamaan
y=2t3+5t+5

dengan y dinyatakan dalam meter dan t dinyatakan dalam sekon.
Hitunglah kecepatan benda pada saat t = 2 sekon!

Percepatan sebuah partikel ditentukan oleh

a, =At, a,=Bt+ct’,dan a, =D

dengan A, B, C, dan D adalah konstanta. Carilah pergeseran benda antara
t=0dant = 2, jika semua komponen kecepatan adalah nol pada saat
t=0.

Sebuah benda yang mula-mula diam mengalami percepatan a= 3i— 4]
selama selang waktu 3 sekon. Carilah besar kecepatan pada akhir selang
waktu itu!

Posisi sebuah partikel yang bergerak melingkar beraturan ditentukan
oleh

r=r, coswti + rosinwt]
dengan r, danw adalah konstanta. Hitunglah kecepatan dan percepatan
partikel tersebut setiap saat!

Petunjuk Jawaban Latihan

1)

2)

Misalkan dua vektor posisi tersebut dituliskan sebagai,
r = x1f+ yli+ zll2 dan r,= x2f+ y2]+ 22I2
maka panjang masing-masing vektor adalah

n=ln|=y+y+7 danry=|r)| =X +Vi +2

Vektor pergeseran, yang merupakan selish dua vektor tersebut, dapat
dituliskan sebagai,

r=r—r=0%-%)i+(Y,-y)i+(z-z)k

Panjang vektor ini dapat dihitung mirip perhitungan r; dan r,.
Masukkanlah komponen-komponen yang bersesuaian untuk menjawab
semua pertanyaan, kemudian gambarkan dalam koordinat cartesian.

K ecepatan benda sebagai fungsi t dapat dituliskan,

_dx
ot

\Y; = 6t% +10t
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Masukkan t = 2 sekon pada persamaan ini. Percepatan benda sebagai
fungs t dicari dengan menggunakan persamaan a = dy/dt, kemudian
masukkan t = 2 sekon.

3) Hitunglah komponen-komponen kecepatan dengan rumus integral,
V= L; adt, vy = j;aydt ,dan v, = L; a,dt
Kemudian hitunglah komponen-komponen pergeseran dengan rumus
integral,
t t t
X= J.vadt , Y= L v,dt, dan z= Iovzdt
4) Vektor kecepatan dapat dihitung sebagai berikut,
V= jgadt = j?’(sf—zﬁ)dt = [3tf—4t]]3 =91 -12]
0 0 0
Besar kecepatan dihitung dengan rumus v=~/v-v = V5 +V .

5) Vektor kecepatan dihitung dengan menggunakan rumus v =dr/dt,
sedangkan vektor percepatan dihitung dengan rumus a=dv/dt . Besar
vektor kecepatn dan percepatan dihitung dengan rumus mirip soal
nomor 4.

=X.¥ RANGKUMAN

Kinematika menggambarkan gerak benda atau partikel tanpa
memperhatikan gaya yang menghasilkan gerak itu. Kinematika berkaitan
dengan konsep-konsep dan hubungan antara posisi, kecepatan,
percepatan, dan waktu.

Dalam koordinat Cartesian tiga-dimensi vektor posisi partikel dapat

dinyatakan dalam vektor-vektor satuan f,],lz sebagai,
r=ix+ ] y+kz
sehingga kecepatan partikel dapat dinyatakan sebagai

v=f%+j—+kd—§:fvx+]?vy+lzvz

dan percepatannya dapat dinyatakan sebagai
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a_ﬂ_ﬁ_fd_z)(+]d—23'+ﬁd—zé—fa +ja, +ka
dt dt2 a2 a2 a2 Y ¢

Dalam koordinat polar bhidang vektor posis partikel dapat
dinyatakan dalam vektor-vektor satuan 0 sebagai

r= rf+ré(q)

sehingga kecepatan partikel dapat dinyatakan sebagai

v=rf+rq9
dan percepatannya dapat dinyatakan sebagai:

a= (i —rq?)f +(rq +2rq)8

Dalam koordinat silinder vektor posisi partikel dapat dinyatakan
dalam vektor-vektor satuan p,Z sebagai:

r=rp+zz

Sehingga kecepatan partikel dapat dinyatakan dalam vektor-vektor
satuan p,®,Z sebagai:

v=rp+rfQ+2z

dan percepatannya dapat dinyatakan sebagai
a=(F—rf2)p+(rf +2rf)p+2

Gerak melingkar merupakan salah satu bentuk gerak dengan lintasan
lengkung. Dalam hal ini percepatan yang dialami partikel terdiri dari dua
komponen, yaitu komponen tangensial dan komponen normal dan dapat
dituliskan sebagai,

oV
a=vi, +—Aa,
r
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% TES FORMATIF 2

Pilihlah satu jawaban vana paling tepat!

1) Pada saat t posis partikel yang bergerak dalam koordinat Cartesian
ditentukan oleh
r =(4c052t)f+(4sin2t)]+6tl2
Besar kecepatan partikel tersebut adalah ....
A. 6m/s
B. 8m/s
C. 10m/s
D. 22m/s

2) Besar percepatan pada benda yang bergerak dinyatakan sebagai a =4t ,

dengan t dalam sekon dan percepatan dalam m/s?. Jika kecepatan benda
pada saat t = 0 adalah 10 m/s, maka kecepatan benda pada saat t = 3 s
adalah ....
A. 28m/s
B. 18m/s
C. 14m/s
D. 4m/s

3) Kecepatan benda yang sedang bergerak ditentukan oleh
v =16t +25t? | + 33k
dengan t dinyatakan dalam sekon dan posisi dalam m. Besar kecepatan
partikel padasaat t = 2 s adalah ....
A. 100 m/s
B. 50m/s
C. 16m/s
D. Om/s

4) Sebuah partikel bergerak dengan lintasan lengkung menurut persamaan
x=t dan y=2t—t2
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5)

6)

7)

8)

dengan x dan y dinyatakan dalam m dan t dalam s. Jikapadasaat t = 1
jari-jari kelengkungan lintasannya f =0,5 m, maka percepatan radial
pada saat itu adalah ....

A. 0om/$

B. 1m/s

C. 2m/&
D. 4m/s

Sebuah partikel bergerak dengan lintasan lengkung menurut persamaan
x=t2 dan y = (t-1)°

dengan x dan y dinyatakan dalam m dan t dalam s. Komponen
percepatan tangensial pada saat t = 1 s adalah ....

A. 2,0m/&

B. 40ms

C. 6,0m/s
D. 80m/s

Gerak partikel dalam koordinat polar digambarkan oleh persamaan
r=e,q=at

dengan k dan a adalah konstanta. Kecepatan gerak partikel itu adalah ....
A. v=ke

B. v=a€ep

C. v=ké¥f+ab

D. v=kéf +aef

Gerak partikel dalam koordinat bola digambarkan oleh persamaan
r=ar,q=Bsnwt, f =bt

dengan a, B, b, dan w adalah konstanta. Kecepatan gerak partikel itu
adalah ....

A. v=aBcoswtf

B. v=absing

C. v=aBcoswtb+absing

D. v=F-+aBcoswtf+absing®

Sebuah sungai yang lebarnya w, laju air pada tepi sungai adalah nol,
tetapi bertambah secara linear dan mencapai nilai v, pada tengah-tengah
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sungai. Jika sebuah perahu diarahkan dari salah satu tepi sungai dengan
laju konstan v,, maka ketika perahu mencapai tepi sungai lainnya perahu
itu telah hanyut ke hilir pada jarak ....

A. 3v.w/4y,

B. v.w/2y,

C. vw/dy,
D. v.w/8v,

9) Posis partikel yang sedang bergerak dituliskan sebagai,
r= A(eatf+e’atf)
dengan a adalah konstanta. Percepatan partikel tersebut dapat
dinyatakan sebagai ....

A. a=Aa (e"“f - e’at])

B. a= g(e‘“f - e""“])

C. a:Aaz(ea‘f+e’at])
D. a:aiz(eathe’atj)

10) Sebuah partikel yang sedang bergerak mempunyai posisi,
rt) :asjnl<tf+bcosl<t]
dengan a b, dan k adalah konstanta. Lintasan partikel tersebut
berbentuk ....
A. parabola
B. hiperbola
C. dips
D. lingkaran

Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 2 yang
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawaban yang benar.
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan
Andaterhadap materi Kegiatan Belgjar 2.

. Jumlah Jawaban yang Benar
Tingkat penguasaan = x100%
Jumlah Soal




o PEFI4204/MODUL 1 1.55

Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali
80- 89% = bak
70- 79% = cukup
<70% = kurang

Apabila mencapal tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat
meneruskan dengan modul selanjutnya. Bagus! Jika masih di bawah 80%,
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belgjar 2, terutama bagian yang
belum dikuasai.
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Kunci Jawaban Tes Formatif

Tes Formatif 1
1) Kitacari panjang masing-masing vektor
A=JAA =\1+4+1=1/6
B =+B-B =+/36+64+100 = /200
Kita cari perkalian titik antara vektor A dan vektor B
A-B=()(6)+(-2)(8) + (-1)(-10) =6-16+10=0
Menurut definisi perkalian titik
A-B =|A||B|cos(A,B) = ABcosq
A-B

COsq =—A||B|

0
cosq = ——=0—q =90°
f 64200 “
Jadi jawaban yang benar adalah D.

Jawaban A salah, karena digunakan rumus sing = m .

Jabawan B salah, karena kesalahan mencari panjang masing-masing
vektor
Jawaban C salah, karena digunakan rumus cosq = A,/ A,
2) Vektor kecepatan:
v=i+ 4] +8K
Besar vektor kecepatan:

v=mz\/(f+4]+8l2)-(f+4]+8l2) =/1+16+64 =+/81=9

Vektor satuan dalam arah v:
VoV i+4j+8k 12 4. 80

Jadi jawaban yang benar adalah D.
Jawaban A, B, dan C salah, karena besar vektor kecepatan tidak dicari
lebih dahulu.
3) Vektor kecepatan sudut: w = 0i + O}+8I2
Vektor posisi:




o PEFI4204/MODUL 1 1.57

4)

5)

6)

r=0i+3j+4K
Vektor kecepatan:

i i k
v=wxr={0 0  8|=i (0-24)+](0-0)+(0-0)k =—24i
0o 3 4

Besar kecepatan: v = (—24)2 =24

Jadi jawaban yang benar adalah D.
Jawaban A salah, karena bilangan itu merupakan panjang .

Jawaban B salah, karena bilangan itu merupakan besar kecepatan sudut
w.

Panjang masing-masing vektor posisi

r=|r|=V42 +3 =16+9 =5danr, =|r,| = V82 + 6% = /64+ 36 =10
Perkalian vektor antara dua vektor posisi

ry -1, = ry||r2| cosq = (5)(10) cosq = 50cosq

ry-ry = (4)(8)+(3)(6) =32+18=50

Menyamakan dua persamaan ini diperoleh

cosq=1—->q=0".

Jadi jawaban yang benar adalah A.

Jawaban B, C, dan D salah, karena kesalahan dalam mencari perkalian
titik dua vektor yang bersangkutan.

Vektor satuan dalam arahrr:

Lt 3i+4f

& Ir| +9+16
Komponen F pada arah r adalah:

Fo=F-& =(200+15]) (2 +£]) =12+12=24

Jadi jawaban yang benar adalah B.

Jawaban A salah, karena bilangan ini merupakan panjang vektor posisi.
Jawaban C salah, karena bilangan ini merupakan panjang vektor gaya.
Jawaban D salah, karena bilangan ini merupakan perkalian skalar F-r .
Fungs skalar

f=x-y’z

v

ullw
[GIFS
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7)

8)

Mekanika ®

Oleh karenaiitu,
vi =ik
oxX "oy oz

Vi =i(2x)+](-2y2)+Kk(-y?)

v =2xi - 2y7 - y’k

Padatitik (1,1,1): Vf = 2i —2j -k

Jadi jawaban yang benar adalah D.

Jawaban A, B, dan C salah, karena terjadi kesalahan dalam
mendiferensialkan fungsi yang bersangkutan.
Karenafungs potensial

V(r)=k/r dan

r =(x2 + y2+22)1/2,

maka kita dapat menuliskan

V(X Y,2) =k(x* +y?+ %) V2

dan

VV_|(6VJ A( j [ﬁj
_f( 1k(x2+y2+22 j ( ><2+yz+z2 j R(—%k()(z+y2+zz)_31222)
=f(_|o<(><2+y2+22)_ )+J?(—ky(x2+y2+22)_ 2)+ﬁ(—|a(>@+y2+22)_3/2)

=i (—toa )+ f(—kyr®) +k (~kr?)

Gaya dapat dinyatakan sebagai
Fz—vv:(kx/r3)i”+(ky/r3)i+(kz/r3)l2

Jadi jawaban yang benar adalah C.

Jawaban A, B, dan D salah, karena terjadi kesalahan dalam

mendiferensialkan fungsi yang bersangkutan.
Vektor medan:

r = xyz + x2y? 2% + Cy3 2k
Oleh karenaitu

N
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2,22 3,353
P o\ x°yz o|x’y’z
Vo= (xyz)+ ( )+ ( ):xz+2x2y22+3x3y322
OX oy 0z
Jadi jawaban yang benar adalah D.
Jawaban A, B, dan C salah, karena terjadi kesalahan dalam
mendiferensialkan fungsi yang bersangkutan.
9) Vektor medan:
r=x%+y?%j+ 2°K
Oleh karenaitu

>
i
>

—

0| =

Vxr= — =1

+
y @ ||a x

9 47). {26 49, {8) 49

>N Rl

Vxr =i(0-0)+j(0-0)+k(0-0)=0i +0j+ 0k =0
Jadi jawaban yang benar adalah A.
Jawaban B, C, dan D salah, karena terjadi kesalahan dalam
mendiferensialkan fungsi yang bersangkutan.
10) Vektor
B=6i+8j
Panjang vektor B:

B=|B|=+36+64=10

Cosinus arahan:
a=g-gib-g-1

Jadi jawaban yang benar adalah B.

Jawaban A salah, karena bilangan-bilangan ini merupakan kebalikan dari
komponen-komponen vektor B.

Jawaban C salah, karena bilangan-bilangan ini merupakan komponen-
komponen vektor B

Jawaban D salah, karena bilangan-bilangan ini merupakan kuadrat

komponen-komponen vektor B.

Tes Formatif 2
1) Vektor kecepatan:
v = dr /dt = (-4sin 2t)(2)i + (4cos2t)(2)] + 6k
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2)

3)

Mekanika ®

v =(-8sin Zt)f + (80052t)i +6k
Besar kecepatan:
v=1/(64sin® 2t) + (64 cos? 2t) + 36

v =1/64(sin® 2t + cos? 2t) + 36 = /100 =10 /s

Jadi jawaban yang benar adalah C.

Jawaban A salah, karena merupakan jumlah koefisien komponen-
komponen posisi.

Jawaban B salah, karena hanya merupakan akar jumlah kuadrat
komponen-komponen kecepatan dalam arah sumbu-X dan sumbu-Y.
Jawaban D salah, karena merupakan jumlah koefisien komponen-
komponen kecepatan.

Besar kecepatan benda dapat dicari sebagai berikut:

jvvdv=j;adt
0

3
V-V :Io4tdt

>3
v-10=| 1 ]o
v=10+18=28 m/s.
Jadi jawaban yang benar adalah A.
Jawaban B salah, karenanilai vy = 10 m/stidak dimasukkan.
Jawaban C salah, karena pengintegralan yang salah.
Jawaban D salah, karena pengintegralan yang salah dan nilai vo = 10 m/s
tidak dimasukkan.
Mula-mula dicari kecepatan partikel sebagai berikut
_dx~ dy- dzp

v=—i+—j+—k
d dt° dt

v =161 + 50 + OK
Kemudian dicari percepatan partikel

a=0i +50j + 0k
Jadi jawaban yang benar adalah B.

Jawaban A salah, karena bilangan ini merupakan komponen kecepatan
dalam arah sumbu-Y padasaat t = 2.
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4)

5)

6)

Jawaban C salah, karena bilangan ini merupakan komponen kecepatan
dalam arah sumbu-X.

Jawaban D salah, karena bilangan ini merupakan komponen percepatan
dalam arah sumbu-X atau sumbu-Z.

K omponen-komponen kecepatan dalam arah sumbu-X dan sumbu-Y':

v, =dx/dt =1 dan v, =dy/dt =2-2t.

Pada saat t = 1 komponen-komponen kecepatan itu menjadi
Vy=ldanv, =2-2t=0.

Berarti kecepatan tangensialnya adalah v=|VZ +Vv; =1 ns. Percepatan

radialnya adalah

a,=V?/r =1/0,5=2 m/s’.

Jadi jawaban yang benar adalah C.

Jawaban A salah, karena bilangan ini adalah komponen percepatan
dalam arah sumbu-X.

Jawaban B salah, karena bilangan ini adalah komponen kecepatan dalam
arah sumbu-X.

Jawaban D salah, karena digunakan rumus a, =v?/r 2.

K omponen-komponen kecepatan tangensial:

Vy, =dx/dt =2t dan v, =dy/dt=2t-2,

sehingga

V=22 = (20)7 + (2t -2) = (Bt -8+ 4) = 2( 2 —2t+1)1/
Percepatan tangensial :

a = dv/dt=2(U2)(27~2t+1) " (4t-2)

Dengan memasukkan t = 1 sdiperoleh a, = 2 m/s”.

Jadi jawaban yang benar adalah A.

Jawaban B sdlah, karena bilangan ini adalah kuadrat percepatan
tangensial.

Jawaban C salah, karena salah menghitung kecepatan.

Jawaban D salah, karena bilangan ini adalah dua kali kuadrat percepatan
tangensial.

K ecepatan partikel dalam koordinat polar:

v=rf+rqh,

sedangkan

2
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r':ﬂ:kekt danq:d_q:a,
dt dt
sehingga

v = ke''f +ael'f
Jadi jawaban yang benar adalah D.
Jawaban A salah, karena hanya komponen kecepatan dalam arah radial .
Jawaban B salah, karena hanya komponen kecepatan dalam arah 6.
Jawaban C salah, karena suku kedua tidak memasukkan nilai r.

7) Kecepatan partikel dalam koordinat bola:

o - N
V=—=rr+rq0+(rf sin ,
n q8+(rf'sing )@

sedangkan

r:ﬂzo, q _da _ Bw coswt , dan f':i:b,
dt dt dt

sehingga

v = Of + aBw coswtd + absing®

Jadi jawaban yang benar adalah C.
Jawaban A salah, karena hanya komponen kecepatan dalam arah 6.
Jawaban B salah, karena hanya komponen kecepatan dalam arah f .
Jawaban D salah, karena salah menghitung r =dr /dt .

8) Perhatikan gambar berikut:

— o ——
"

Kecepatan air:

kw
v, = kx danvC:7
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9)

sehingga
dy/dt = kx > dy = kxdt

K ecepatan perahu:

Vv, (konstan),

sehingga

Xx=Vyt > dx/dt=v, atau dt =dx/v,.
Berdasarkan persamaan (i) dan (ii) kita memperoleh

dy:ﬁdx
Vb
k
= — | xdx
y be

Kita mengintegralkan dari tepi kiri sungai (x = 0) sampai pertengahan
sungai (x =w/2), sehingga

k w2
=— xdx
Y1 Vi .[o

o v 4 222v 2% 22
Ulangi proses sebelumnya dari pertengahan sungai sampai tepi kanan

sungai dengan v, =—kx . Kita akan memperoleh vy, = %\;ew
Vi

b

L[Xsz/Z_ k w 1kw w 1, W _1vw

1= v, =

sehingga

jarak hanyut total y=y, +y, atau y= \;cvw.

b

Jadi jawaban yang benar adalah B.
Jawaban A dan D salah, karena salah menghitung/memasukkan batas
integral.
Jawaban C salah, karena ini jarak hanyut ketika perahu mencapai
pertengahan sungai.
Posisi partikel:
r= A(eatf + e‘a‘f)
K ecepatan partikel:

_ dr _ ats -at’
V_E_ A(ae i—ae J)
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Percepatan partikel:
a-_ A(a 26t +a2e’at) = A';lz(eat +e""“)
dt
Jadi jawaban yang benar adalah C.
Jawaban A salah, karena besaran ini merupakan kecepatan partikel.
Jawaban B dan D salah, karena terjadi kesalahan dalam

mendiferensialkan.
2

10) Karena x = acoskt , maka x> = a® cos® kt atau X—2 = cos? kt €)

a
2

Karena y = bsinkt , maka y2 =b?sin?kt atau %:sjnzkt (b)

Berdasarkan persamaan (a) dan (b) kita memperoleh

X2 y2 2 yZ

—2+—2:COSZkt+S-n2kt atau —2+—2:1

a“ b a~ b

Persamaan terakhir menunjukkan persamaan elips.

Jadi jawaban yang benar adalah C.

Jawaban A dan D salah, karena bentuk parabola dan hiperbolatidak bisa
dibuktikan.

Jawaban C salah, karena persamaan lingkaran terjadi jikaa = b.
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Cosinusarahan

Kinematika

Komponen vektor

Operator diferensial

Per cepatan tangensial :

Per cepatan sentripetal :

Perkalian titik
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Glosarium

: Cosinus sudut yang dibentuk oleh suatu vektor

terhadap komponen-komponennya pada masing-
masing sumbu koordinat.

: Kinematika menggambarkan gerak benda atau

partikel tanpa memperhatikan gaya yang
menghasilkan gerak itu. Kinematika berkaitan
dengan konsep-konsep dan hubungan antara
posisi, kecepatan, percepatan, dan waktu.

: Hasil penguraian sebuah vektor, biasanya dalam

arah sumbu-sumbu yang bersesuaian dengan
sistem koordinat yang dipilih.

. Operator diferensial vektor ditunjukkan dengan

grad aau V (del). Operator del yang
dioperasikan pada fungs skalar u akan
membentuk grad u atau Vu. Bilamana operator
del melakukan perkalian skalar dengan fungsi
vektor lain A dengan membentuk V-A atau
div A, hasilnya disebut divergence A, yaitu
besaran skalar. Bilamana operator del melakukan
perkalian vektor dengan fungs vektor lain A
dengan membentuk VxA ataucurl A, hasilnya
disebut curl A atau rot (berarti rotasi) A, yang
merupakan besaran vektor.

Komponen percepatan yang arahnya
menyinggung lintasan pada gerak dengan lintasan
lengkung.

Komponen percepatan yang arahnya normal atau
tegak lurus pada lintasan pada gerak dengan
lintasan lengkung.

. Perkalian titik atau perkalian skalar dua vektor A

dan B didefinisikan sebagai besaran skalar S yang
diperoleh dengan mengalikan besar vektor A dan
besar vektor B, kemudian mengalikannya dengan
cosinus sudut antara dua vektor itu.
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Perkalian silang

Resultan vektor

Sistem koor dinat

Sistem koor dinat
Cartesian

Sistem koordinat
polar bidang

Sistem koor dinat
silinder

Sistem koordinat bola :

Mekanika ®

. Perkalian silang atau perkalian vektor dua vektor

A dan B didefiniskan sebagai vektor C. Besar
vektor C ini sama dengan besar vektor A
dikalikan besar vektor B, kemudian dikalikan
dengan sinus sudut antara vektor A dan vektor B,
sedangkan arah vektor C tegak lurus pada vektor
A dan vektor B, atau tegak lurus pada bidang yang
mengandung A maupun B.

. Perpaduan antara komponen-komponen vektor

menjadi sebuah vektor atau hasil penjumlahan
beberapa vektor.

. Sistem untuk menggambarkan posisi atau gerak

suatu benda atau partikel.

. Sistem koordinat yang terdiri dari tiga sumbu yang

saling tegak lurus yang melalui titik asal, yaitu
sumbu-X, -Y, dan —-Z. Posis partikel ditentukan
oleh (xy,2, yang merupakan komponen-
komponen posisi terhadap masing-masing sumbu
itu.

. Sistem koordinat di mana posis partikel

ditentukan oleh (r,q), dengan r adalah jarak
posis partikel dari titik asal O, dan q adaah
sudut yang dibentuk oleh r dengan sumbu-X
positif dalam koordinat Cartesian dua-dimensi.

. Sistem koordinat di mana posis partikel

ditentukan oleh (r.f,z), dengan r adalah
proyeksi posisi dalam bidang XY, f adalah sudut
yang dibentuk oleh r dan sumbu -X, dan z
adalah proyeksi posisi terhadap sumbu-Z.

Sistem koordinat di mana posis partikel
ditentukan oleh (r,q,f), dengan r adalah jarak

posis partikel dari titik asal O, f adalah sudut
yang dibentuk oleh proyeks posisi dalam bidang
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Skalar

Vektor

Vektor null

Vektor satuan
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XY dan sumbu-X, dan g adalah sudut yang
dibentuk oleh r dan sumbu-Z.

. Besaran yang hanya dinyatakan dengan besarnya

dan satuannya jika ada.

. Besaran yang dapat dinyatakan dalam besar dan

arahnya.

: Vektor yang mempunyai besar nol dan arah tak

terdefinisikan.

: Vektor yang besarnya satu dan mempunyai arah.

Untuk sistem koordinat Cartesian, vektor-vektor
satuannya merupakan himpunan tiga vektor satuan
yang saling tegak lurus (atau ortogonal), satu
vektor satuan untuk setiap dimensi.
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