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Fungsi Peubah Banyak
Prof. Dr. Bambang Soedijono

_S:_ PENDAHULUAN

@ alam modul ini dibahas masalah Fungsi Peubah Banpakgan
sendirinya para pengguna modul ini dituntut telalenguasai
pengertian mengenai limit fungsi, kekontinuan fungderivatif fungsi
dengan satu peubah. Secara umum pengertian inikdisalan terangkum
dalam Kalkulus | dan Il yang lazim disebut MaterkatDasar.

Setelah mempelajari modul ini, para pengguna madiubiharapkan
mampu memahami pengertian-pengertian dan sifdt-siéang berkaitan
dengan fungsi dua peubah atau lebih, antara lamger&i kekontinuan dan
derivatif.

Secara lebih terperinci, setelah mempelajari moduliharapkan :

a. mampu menjelaskan pengertian limit dan kekontinflaxgsi peubah
banyak;

dapat menjelaskan pengertian derivatif parsial,

terampil menghitung limit fungsi peubah banyak;

d. terampil menentukan derivatif fungsi peubah banyak.

oo
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KEGIATAN BELAJAR 1

Fungsi Peubah Banyak

qp ada kegiatan belajar ini dibahas fungsi dafi ke R beserta sifat-sifat
yang berlaku pada fungsi tersebut. Sebagaimanatadike R®

merupakan ruang produlprfduct space) antara ruangR dengan dirinya
sendiri, yang merupakan himpunan semua elemen rhiatbéa, b) dengan

a,bOR. Diambil ruang bagian D O0R? dan didefinisikan fungsi
f, f:D - R dengan rumusf = f(x,y), (X,y)dD, sehingga nilai fungsi
f bergantung kepada nilgidany yang diberikan, fungsf tersebut dikenal
sebagai fungsi dengan peubah dua, atau secara dimabut fungsi peubah
banyak, dalam hal ini peubahnya disimbolisasi dengdany yang masing-
masing merupakan peubah real.

Selanjutnya dibahas pula fungsi dd® ke R beserta berbagai sifat
yang berlaku pada fungsi tersebut.

LIMIT DAN KEKONTINUAN

Pada bagian ini dibahas pengertian limit fungsimma sebelumnya
didefinisikan terlebih dahulu pengertian jarak ditk dan persekitaran
(neighborhood) suatu titik padaR? (elemen ruangR? juga biasa disebut
titik), selanjutnya pengertian ini dapat dikembaagkintuk R® .

Untuk sebarang dua titikx,, y;) dan(x,,y,) dalam R® didefinisikan

pengertian jarak kedua titik tersebut, disimboldangard, sebagai

d:\/(xl_xz)2+()’1_)’2)2 (1.1)

Selanjutnya berdasarkan pengertian jarak terselmiilk sebarang titik
(xo,yo) dalam R? didefinisikan pengertian persekitaraneighborhood)

titik (xo,yo) dengan jari-jarid, disimbolkan dengam\ld[(&),yo)] sebagai

suatu himpunan bagian dalaRf dengan

N[ (%01 Yo) ] =[(x, y)OR? |\/(x—xo)2 +(y-vyo)* < 5] 1.2)
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Definisi 1.1

Fungsi f, f:R?® -~ R dikatakan mempunyai nilai limit untuk
(x.¥) = (%Yo, dengan(x,, yo) OR? jika terdapat bilangan real
sehingga untuk setiap > 0 terdapatd >0, sehingga untuk setiap
(% Y)ONs[(%.Yo)] berlaku |f(x,y)—A4<£ dan biasa ditulis
sebagai

li f =A 1.3
o e T 5V (1.3)

Jika fungsi dimaksud pada Definisi 1.1 terdefiiada daerahrégion)
D O R? maka titik (xo,yo) tersebut di atas harus merupakan titik limit

daerah  1egion) D, yaitu untuk  setiap 0>0 berlaku
(NJ[XO, vo] \{ xo,yo}) nD#0. Dengan demikian, (%, Y,)JD atau
(% Yo)OCp , denganC;, merupakan batabgundary) dari daeralb.

Contoh 1.1:
2y3 — y3

Buktikan |lm ——2—=

(xy)~(0.0 x*+y?

Bukti :

23 - y®
kecuali untuk(x,y) =(0,0). Dengan demikian, mudah diperlihatkan bahwa
titik (0,0) , merupakan titik limidomain fungsi f. Berdasarkan Definisi 1.1

untuk sebarang >0 diberikan harus dibuktikan adanya>0 (bergantung

Pada contoh ini fungsif, f(xy)= terdefinisi pada R?

2
pada £) sehingga untuk setiap(x,y), (x2+y2)j/ <J berlaku
23 - y?

<&
X2+y2
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Karena‘2x3—y3‘s 2| x?+|y] y?dan |x|s(x2+y2)]/2, |y|s(x2+y2)j/2,

berarti

22 -y?|_[2¢-Y] _2x @ +lyl y?

|X2+y2| ‘X2+y2‘ - % +y?)
Y2 12
< 2(X2 +y2) (X):2++)E:)2+y2) y® < 2(x2 + )’Z)M2

Dengan demikian, apabila diambil<%g , didapat

26 - yB
x2 +y2

|f (x, y)|= 52(x2+y2)]/2

<20<e&
Jadi, terbukti bahwa:
3_.,3
||m ZX—y =
(xy)-(0.0 X +y?

Contoh 1.2 :
X2 - y2
Tentukan nilai limit  lim jika ada.
(xy)~(0.0 x* + y?
Penyelesaian :
Ditinjau nilai limit sepanjang sumby, y = 0, untuk fungsif dengan
of =2 aqu+ 2 ay
Ju ov
:ﬂ ﬂdX'i'ﬂdy +£ ﬂdX"‘ﬂdy
du| dx oy ov | dx oy
_[o"f odu Of dvj df du  Jdf dv
= ——+—— |dX+| ———+—— |d
ou dx ov Idx oJudy ovaoy

Dan nilai limit sepanjang sumby x = 0, untuk fungsif tersebut adalah

i e
omtog OV (o) Mgy =
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Dari kedua hasil di atas terbukti bahwa
2 2
im X 7y
(xy)~(0.0 x? + y?

ternyata tidak mempunyai nilai.

Contoh 1.3:
Tentukan nilai limit u = x® + y2 sepanjang garis= X.
Penyelesaian :
Sepanjang garig=x diperoleh
2_ .2 2_,2
i XY _im XX2XC im %o

(xy)=(0.0 x> +y?  (xx)-(00 x2+x% (xx)-(0p2x?

Berdasarkan definisi persekitararighborhood) titik (X, Yo) , Definis

1.1 dapat pula ditulis sebagai berikut.
Fungsi bernilai real f terdefinisi pada daeratregion) D O R?,
dikatakan mempunyai nilai limit untukx, y) - (X.Y,) dengan(x,,Yo)

merupakan titik limit daerahrdgion) D, jika terdapat bilangan rea
sehingga untuk setiaps > 0 terdapat 6 >0 sehingga untuk setiap

(x,y)OD, [(x—x0)2+(y—yo)2T/2<5 berlaku |f(x,y)—A|<£.

Selanjutnya berdasarkan pengertian limit di ataglefiiisikan
kekontinuan fungsfi pada suatu titik X, o) -

Definisi 1.2

Fungsi bernilai real terdefinisi pada daerahmegion) D 0 R? dikatakan
kontinu di titik (Xo,Yo)OD, dengan (Xo,Y,) merupakan titik limit
daerah i(egion) D, jika untuk setiaps >0 terdapatd >0 sehingga untuk

setiap (x,y)OD, [(x—xo)2 +(y—yo)2T/2 <d berlaku

|f(x,y)—f(xo,y0)|<£.
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Definisi 1.2 dapat ditulis sebagai berikut.
Fungsi bernilai real f terdefinisi pada daenagion) D O R? dikatakan
kontinu di titik (X, o) OD  jika dipenuhi

(X’y)lir&)’yo) f(xy)="f(%.Yo) (1.4)

Contoh 1.4 :
Gunakan Definisi 1.2 untuk membuktikan fungsi dengan rumus

f(xy) :% kontinu di titik (4,1)
Bukti :

Fungsif di atas terdefinisi pada ruang?, kecuali pada garig = vy,
sehingga untuk sebararg> 0 diberikan, didapat:

5x+y 5.4+
o) rlag o251
:M_7
X=y
_ —2x+ 8y
X=y
x4, 4 Loyl 1|
X=y “x-y x-y x-yl|
_ _2x—4+E y—l‘
X=y X-y

Untuk 3<x<5, 0< y< 2 pastilahx—-y >1 sehingga diperoleh

X—4 -1
()=t (a2t 022

S
x=y  [x-]

<2x-4+gy-1
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<2((x 4 (=17 + 8- 474 (y- ¥
“10{(c- 4 +(y-97
<100

Dengan mengambild < % diperoleh

| (xy)-f(47) <106 <¢

5x+y
X_

Terbukti fungsi f, f(x)= kontinu di titik (4,1).

Sifat-sifat yang berlaku pada kekontinuan fungsindkapkan pada
teorema di bawabh ini.

Teorema 1.3

Misalkan f dang masing-masing merupakan fungsi bernilai real gan
terdefinisi pada daerahegion) D O R? jika fungsi f dang masing-
masing kontinu di titik(X,, yo) 0D maka :

a. fungsif +gjuga kontinu di(y, yo)
b. fungsifg juga kontinu di(xy, yo)

c. jika g(%.Yo)#0, fungsi é juga kontinu di(x,, Y, )

Bukti :
Diketahui bahwa fungsi f dapmasing-masing kontinu di titikx,, y, )
berarti(xo,yo) merupakan titik limit daeralggion) D, dan dipenuhi

lim  f(xy)="f(% Yo) dan(x y)Iim a(x y)=9(% Yo)

(%)~ (%.0) ~(%:%0)
a. Ditinjau nilai limit :
(x,y)ILTm,yo)[ f (X’ y) "9 (X’ y)] - (x,y)“an(quc) f (X’ y ) ¥ (x,y)liTxo Yo) g(x, y)

= f (% Yo) + 9(%o.Yo)
Terbukti bahwa fungsi f & kontinu di (X, Yo) -
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b. Ditinjau nilai limit :

(x,y)llr&,yo)[f (X' y) g(x, y)J - (x,y)llr& Yo) : (X' y) " g(x, y)

= (%, ¥0) 9(%o: Vo)
Terbukti bahwa fungdiy kontinu di (xy, Yo ) -
c. Diketahui bahway (X, Y,) # 0, selanjutnya ditinjau nilai limit :

F(%Y) o) Ty T %Y)

im = :
(x¥)~ (%) g (%, Y) s (Xoyyo)g(x, y)
_ f (X01YO)
9(% o)

Terbukti bahwa fungsii kontinu di (X, Yo) -
g

(Bukti selesai)

Suatu fungsi bernilai real f terdefinisi pada sudaerah region)
DOR?, dikatakan kontinu pada daerategion) D jika untuk setiap
(%, Yo)OD diketahui bahwa fungsi f kontinu fi;, yo) -

Pengertian limit dan kekontinuan fungsi bernilailrerdefinisi padaR?
dapat dikembangkan untuk fungsi bernilai real ténit# pada R® dengan
jalan menggeneralisasikan pengertian jarak darekieasan (eighborhood).

Untuk sebarang dua titik(x,y;,z) dan (X%, Y,,2z,) dalam R,

pengertian jarak kedua titik tersebut didefinisikeemgan:
2 2 2
d=\(n=%) +(a-v2) +(2-2)°
dan untuk sebarang titi((XO, yo,zo) dalam R®, persekitaranngighborhood)

titik (X, Yo.2o) dengan jari-jarid didefinisikan dengan:

NJ[(xo,yo,zo)] :{(x,y,z)D R® \/(x—xo)z +(y—y0)2+(z—zo)2 < 5}

Selanjutnya Definisi 1.1 dan Definisi 1.2 dikemblesg menjadi dua
definisi di bawah ini.
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Definis 1.4

Fungsi f, f:R® -~ R, dikatakan mempunyai nilai limit untuk
(x¥.2) = (%.Y0.20), dengan (xy,Yo,2o) OR jika terdapat bilangan
real A sehingga untuk setiap > 0 terdapatd >0 sehingga untuk setiap
(% ¥,2) ONg[ (% Y0.20) | berlaku|f (x,y,z)- A < & dan biasa ditulis

sebagai lim f(xyz)=A.
9l M ey F Y2

Definisi 1.5
Fungsi bernilai realf terdefinisi di daerahrégion) D O R® dikatakan
kontinu di titik (X;, Yo, 2o) 0D, dengan(xy, Yo.2,) merupakan titik limit
daerah region) D, jika untuk setiape > 0 terdapat o >0 sehingga

untuk setiap (x,y,z)0D,

(=% +(y=yo) +(2-2)] <

berlaku | (x,y,2) = (%.Y0.2)| <&

Definisi 1.5 dapat pula ditulis sebagai berikut.
Fungsi bernilai real f terdefinisi pada daeradgion) D O R® dikatakan
kontinu di titik (X, Yo, 20) 0D jika dipenuhi
lim f(xVyz)="1f(%, VY02 15
(%:2) Dl 20) ( y ) (Xo Yo o) (1.5)

Contoh 1.5:
Buktikan bahwa fungsi bernilai real f terdefippsidaR® dengan,

23 -y?+37°
_— ,Y,2)# (0,0,
f(xy,2)=] X +y°+2° (y.2)2(0.09

0 (x,y,2)=(0,0,9
kontinu di titik (0,0,0).
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Bukti :
Untuk membuktikan fungdi tersebut di atas kontinu cQD,0,0) cukup
dibuktikan bahwa
lim f(xy,z)=0
s Moog ' 043:2)

Berdasarkan Definisi 1.4 untuk sebarang O diberikan harus dibuktikan
2
adanya’ >0 (bergantung pada€ ) sehingga untul‘x2 +y’+ zz)y berlaku

23 -y3+32°

2 2 2<£
X“+y“+z

233 -y3+37° ‘ZXS -y’ + 323‘

x2+y2+22 ‘x2+y2+22‘

2 2 2
2 ¢+l v+ 3 2

2 +y2t 72
y2 ¥2
Karena|x|s(x2+y2+22) , |y|s(x2+ y2+ 22) dan
|7 < (x2 +y?+ 22)]/2 maka diperoleh

|2x3—y3+3z3| (2X2+y2+322) (x2+ y2+22)
<
2

|_

|x2_|_y2_'_Z x2+y2+22

Y2
) 3(X2+y2+22)(X2+y2+22)

X2+y2+22

2
=3(x2 +y2+22)]/
<30

Dengan mengamb'k|5<% , € diperoleh
23 -y3+32°
X2 + y2 + ZZ

Terbukti bahwa fungsi f di atas kontinu(@,0,0) .

<30< ¢
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&_}_% LATIHAN
=

Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai matexiadi
kerjakanlah latihan berikut!

Tentukan nilai limit berikut ini.

; Xy
1 im
) (xy)-(0.0 x? + y?
4.4
2) i Lg sepanjang kurva? = x.
(xy ~(0,0)(X2 + y4)
235 + 2y3( on2— yz)
3) lim 5
(xy)-(0.0 (Xz + yz)

2
4) lim )f(x,y), jika f(x,y):{o y <0 atauy = x

(xy)-(0.0 1 0<y<x®
sin(xy)
5) Jika diberikanf (x,y)={" x x#0
y x=0

maka tentukan titik diskontinu fungséi tersebut.
1

6) Jika diberikanf (x,y)=e %= danx# y, tentukanf (x, y) untuk

x =y, agar fungsif kontinu di mana-mana.
7 Jika f(xy)=>*Y  tinjau apakah fungsif tersebut kontinu di titik
X-y

(4,1).

2_.,2
8) Jika f(x, y):2x++xy' tinjau apakah fungsif tersebut kontinu
X+y

di titik (1,2).

i > X2 +y*#0
9) Jika diberikan fungsif (x,y) =1 X +y

0 (xy)=(0.9

2
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tinjaulah apakah fungdi kontinu di (0,0).
10) Jika diberikan fungsi

0 y<O0ataux’ <y
F(xy)=1ay(x?-y)

X2

tinjau apakah fungsif tersebut kontinu di titik (0,0).

0<y<x?

Petunjuk Jawaban Latihan

1) Lihat Contoh 1.2. Tinjau dari sepanjang kuyvax.

2) Lihat Contoh 1.2. Tinjau dari sepanjang kuy¥a x.

3) Lihat Contoh 1.2. Tinjau dari sepanjang kuyvax.

4) Lihat Contoh 1.2. Tinjau dari sepanjang kuywax.

5) Lihat Contoh 1.2. Tinjau dari sepanjang kugva 1 danx = x

6) Lihat Contoh 1.2. Tinjau dari sepanjang kuxvay.

7) Lihat Contoh 1.4.

8) Lihat Contoh 1.4.

9) Tinjau dari sepanjang kurya= x. Gunakan syarat kekontinuan suatu
fungsi seperti pada Kalkulus I.

10) Tinjau dari sepanjang kurvd = y. Gunakan syarat kekontinuan suatu
fungsi seperti pada Kalkulus I.

<§ RANGKUMAN

Fungsi bernilai reai(x,y) terdefinisi pada daerahrefion)

)

1)

)

)

D OR?, dikatakan mempunyai nilai limit untukx,y) - (X, Yo).
dengan(xo,yo) merupakan titik limit daerahrégion) D jika terdapat
bilangan realA sehingga untuk setiag >0 terdapato >0, sehingga

untuk  setiap (x,y)OD, [(x—x0)2+(y—yo)2}]/2<5, berlaku
(xy)=A

Fungsif di atas dikatakan kontinu di titifg, o) jika dipenuhi

| f(xy)- Al <& dan biasa ditUIiS(x,yl)irl}o,o) f
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(x,y)llrao'yo) f (X, y) =f (XO’ yo)

Pengertian-pengertian di atas dapat digeneralesasikituk fungsi
dengan peubah lebih dari dua. Jika fungsi bermgal f(x,y) dan

g(x, y) masing-masing terdefinisi pada daeraégipn) D O R? dan
(xo, yo) merupakan titik limit daerahrdgion) D maka pengertian limit

fungsi di atas memenuhi sifat-sifat berikut.

1) (x’y)liqr&%)(af (xy)+Bg(xy))=

a(x,y)ILTM’YQ) f (X, y) " IB(X,Y)ILTXonO) J (X’ y)

dengana, B bilangan real sebarang

2 li f LY) = li f
@ fim g Ty axy)= lim S EO)m

(3) Jika g(x, y)¢0 pada suatu persekitarameighborhood) titik
(%, Yo) maka

a(xy)

li f
Y) _ (XvY)LrFXod’o) ()

f(xy
(x¥)~(0%0) g (%, y) ) T 3y 9O4Y)

dengan( )I'm )g(x, y)#0

% TES FORMATIF 1

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat!

1) Fungsi f X, y) bernilai real terdefinisi pada daerakbgfon) D.

lim  f(xy) adaartinyajika ....
x.Y) - (%0.Yo)

(%, Yo) merupakan anggota daerabgfon) D
X0 yo) merupakan titik dalamirterior point) daerahiegion) D
X0 yo) merupakan titik-titik limit daerahrégion) D

—_

Xy, Yo) berada pada bataso(indary) dari daerahrégion) D
Xy, Yo) merupakan titik terasingsplated point) daerahegion) D

moo o >

-
-
-
-
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3

3 _
2) Jika diberikan fungsif (x,y):zx—y maka Im f(xy) ...

A.
B.

E.

C.
D

X2 +y? (xy)-(0.9
tidak mempunyai nilai karena f (0,0) tidak tdfiuisi
tidak mempunyai nilai meskipun (0,0) merupaki&k limit domain
fungsi f
titik (0,0) merupakan titik limit domain funggi, dan nilai limitnya
0
titik (0,0) merupakan titik limit domain fungsfi , dan nilai limitnya
2
tidak mempunyai nilai, karena (0,0) merupaktk terasing dari
domain fungsi f

2 2

3) Nilai  lim XY adalah ...

A
B.
C.
D
E

(xy)-(0,0 x? + y?
-1
0
1
2
tidak mempunyai nilai

4) Fungsi f(x,y) bernilai real terdefinisi pada daeralegion) D,
dikatakan kontinu d{ Xy, ¥o).(Xo. o) 0D jika ....

A.

B.

mo o

lim f(x mempunyai nilai
(1) g | % ¥) mempuny

(x,y)ILTXO'yO) f (X’ y): f (XO! yo)

fungsi f (x,y) terdiferensial parsial terhadap
fungsi f (x,y) terdiferensial parsial terhadap
fungsi f (x,y) terdiferensial di titik(x,, o)

x4 +3x2y2 +2xy®

(3)-(00  (C+y?)2 adalah
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p. -3
2

E. O

Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban desdif 1 yang
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawabyang benar.
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetamgkat penguasaan
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 1.

) Jumlah Jawaban yang Benar
Tingkat penguasaan = x100%
Jumlah Soal

Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali

80 - 89&mbaik
70 - 79%6cukup
<%0= kurang

Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebitda dapat
meneruskan dengan Kegiatan BelajaBagus! Jika masih di bawah 80%,
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar fytéena bagian yang
belum dikuasai.
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KEGIATAN BELAJAR 2

Derivatif Parsial

ada bagian ini dibahas pengertian derivatif pafsiadjsi peubah banyak,

khususnya untuk fungsi dengan dua peubah bebas.

Misalkan, f suatu fungsi bernilai real terdefinisi pada sudaerah
(region) D O R?. Dengan demikianf merupakan fungsi dengan dua buah
peubah bebas, namakan kedua peubah ters@auty, sehingga biasa ditulis
f= f(x, y). Jika y dianggap sebagai konstanta, dengan demilfian

merupakan fungsi saja maka dapat ditentukan derivatif fungsi terhadap

f(x+h y)-f(xy)

h mempunyai nilai. Nilai limit tersebut

X, yaitu jika lim
h-0

disimbolkan dengalci,—f dan disebut derivatif parsial funggerhadapx,
X

It f(x+hy)=f(xy)

1.6
JX h-o0 h (1.6)

Dengan cara yang sama dapat ditentukan (jika adayatif fungsif
terhadapy, dengan menganggap peubaebagai konstanta, yaitu

It _ o FO0y+)- T (x y)
Jy k-0 k

(1.7)

yang disebut derivatif parsial fungkiterhadayy.

Contoh 1.6 :
2
Tentukan2+ dan 2t jika diberikan f (x,y) = 2xy—(1— X2 - y2)3/ .
ox ay

Penyelesaian :
oJf 3 2 2\V2
E—Zy—[z(l—x —y) (—2)()}
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oy 2

=2x+ 3y(1— X2 — yz)]/2

of 2X—|:§(1— X2 - yz)y2 (—Zy)}

Selanjutnya derivatif parsial da%i dan ? disebut derivatif parsial
X y

orde dua dari funggj dan terdapat empat buah derivatif parsial ordedhui

f yaitu:
i(ﬂj_dzf
Ix\ dx Ix?
I (a1
x\ 2y ) JIxdy
2(94). o’
ay\ dx ) Jyox
i[ﬂ]_ﬂzf
ay\dy) ay?
2 2
Berikut ini diperlihatkan bahwaﬁ :ﬂ
oxdy 0yox
%t (xy) _ 2 (af(xy)
Ixdy  Ox ay
c?f(x+h,y)_df(x,y)
= lim—2Y 2y
h-0 h
f(x+h, y+k)-f(x+h, . f(x, y+k)=f(x,
=Iim1{lim (xth k)= t{xeh y) e, 00y k)= y)}
h-0h| k-0 k k-0 Kk

=i
h-0| k-0h

=i
k-0 h-0

m[lim ik{f(x+h, y+k)=f(x+h y)=f(xy+k)+f(x Y)}}

m{lim k_]h{f(x+h, y+k)=f(x y+k)=f(x+h y)+f(x Y)}}
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T f(x+h, y+k)-f(x y+k)_Iim f(x+h,y)-f(x,y)
k-0K|h-0 h h-0

2f(x y+k) df(xy)
=lim IX X
k-0 k
_J 2t (xy)
oy X
_ 9% (1)
T Jydx

Contoh 1.7 :
Tentukan derivatif parsial orde dua fungdi jika diberikan

f(xy)= Cy+e

Penyelesaian:
af(xy)

1704
af(xvy)

oy
%t (x.y)

ax?

%t (xy) 2%t (xy)
oxoy - dyox

=2x-3y%e ™ + 3%

= 2x+3y2 (3 -’

= 2xy -y’
= x2 -3xy%e™

=2y+ yGe_Xy3

%t (x.y)
ay?

= —6xye™¥ +9%yle™

=3xy(30° - 2)e™
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Contoh 1.8:
Tentukan derivatif parsial orde dua fundsijika diberikan

f(xy.2)=xy+y’z+z%

Penyelesaian:
Jf 2
——=2xy+z
Ix o
af _ .,
—=X"+2
ay vz
af 2
— =y +2xz
0z y
VA
=2
ax? Y
2
o°f —oy
ay?
2
o ; =2X
0z
2%t 9%f _
= =2Xx
oxdy Jyox
%t _ 2% _
Oxdz Jz9x
2%t 9%f _
= _2y
oydz 0zdy

Berdasarkan definisi derivatif parsial fungsi peublaanyak, seperti
disajikan dengan persamaan (1.6) dan (1.7) makzaber sifat yang berlaku
pada derivatif fungsi dengan satu peubah bebasheadaku di sini. Dengan
demikian diperoleh berbagai rumus, sebagaimanaiapkan di bawah ini.

Jika diberikan fungsi bernilai real f =f(xy) dan g=g(xy)

masing-masing terdefinisi pada daeredyipn) D 0 R*> maka berlaku sifat-
sifat berikut ini.

J a2f(xy) 2g(xy
1) R[f(x,y)+g(x,y)]: ( )+ (%)

174 X
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2t (xy)+a(x y)]= 2t (xy) , 99(xy)

7y oy Ay
(2) %[f(x,y).g(x,y)]:df;i,y)g(x,yyf(x,y)ﬂggi-Y)
i[f(x,y g(x.y)]= ( Y) (x,y)+f(x,y)%>;y)
(3) Jika untuk setiagfx, y) 0D, g(x y)#0 maka
i{f(x,y)}zdfc(;xy) g(xy)- f(Xy)‘?gc(?Xy’V)
ox| g(x.y) Ta(uy)]
i{f(xyy)}zwg(x,y)—f(x,y)dggy)
7iebe) o]

ARTI GEOMETRI DERIVATIF PARSIAL

Sebagaimana derivatif (derivatif biasa) fungsi dengatu peubah bebas

df (%)
dx '
menyatakan gradien garis singgung kusva f (x) di titik (x,,Y,) dengan

mempunyai arti geometri, yaitu nilai derivatif fusigf di X,

Yo=f (xo) maka derivatif parsial suatu fungsi dengan duabpklbebas
juga mempunyai arti geometri.
Misal diberikan fungsi bernilai reél, z= f (x, y) dengan peubah bebas

X,y dan peubah tak bebas mempunyai luasai sebagaimana diungkapkan
pada gambar berikut ini.
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z

‘ bidangy =y,
4 luasan §

i

I

~

z=f(xy)
> ¥

(x99

(x0:70:0)
kurva I, perpotongan luasan S,
z =f(x,y)dengan bidang y=y,

X garis singgung { . ,dengan
gradien f; (x,.5,)
L bidang x=x,
\
luasan S Ey
z=fzy)
—

kurva T, perpotongan luasan S,
z = f{ x,y ) dengan bidang x = x

garis singgung {,, , dengan
gradien fy (Xg:¥)
(b)

Gambar 1.1

Jika diambil titik P(Xo,Yo,2,) pada luasanS maka melalui titik
P(XYo.2o) dapat dibuat bidang datay =y, sejajar bidangroy (lihat
Gambar 1.1.(a)), yang memotong luasamenurut kurval, dengan/,
merupakan garis singgung kunfg, di titik P(xo,yo,zo). Demikian pula
melalui titik P(xy,Yo,2,) dibuat bidang datax=x, sejajar bidangoz,
(lihat Gambar 1.1.(b)), yang memotong luaSamenurut kurval", dengan
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£, merupakan garis singgung kur¥g, di titik P(xo,yo,zo). Selanjutnya
melalui garis 7/, dan 7, dibuat bidang data® yang merupakan bidang
singgung luasas di titik P (X, Yo.Zo)-

Jika cosa, cog3 , cog merupakan cosinus arah garis normal bidang

singgung 0 maka bidang singgung tersebut mempunyai persamaan
berbentuk.

cosa (X—Xy) + coB(y—yo)+ cog(z-2z) = (1.8)

Karena bidang singgung tidak sejajar sumbuw, berarticosy # C dan
jika kedua ruas persamaan di atas dibagi dermesy, maka persamaan di
atas dapat ditulis sebagai

2-27y= A(x=%y) +B(Y~Yo) (1.9)
dengarA=- cosa dan B=- cospp , dan masing-masing merupakan
cosy cosy

parameter yang harus ditentukan nilainya.

Jika pada persamaan (1.9) diambi y, maka diperoleh
z-275 = A(X=X) (1.10)

yang merupakan persamaan gatjs yaitu perpotongan bidang singguig
dengan bidang datay = y,. Sedangkan kurval', (lihat Gambar 1.1.(a))

mempunyai persamaan
z=1(xyp) (1.11)

Karena ¢, merupakan garis singgung kurvi, di titik P(xo,yo,zo)
maka berdasarkan pengertian geometri dari derj\dgifigan menganggap
sebagai konstantaliperoleh hubungan
Al (Xoi YO)

IX

A= (1.12)

Dengan cara yang sama, jika pada persamaan (B@jbiix=x, maka
diperoleh
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2-7,=B(Yy-Yo) (1.13)

yang merupakan persamaan gafjs yaitu perpotongan bidang singgudg
dengan bidang datax = x,. Sedangkan kurvd', (lihat Gambar 1.1.(b))

mempunyai persamaan
z=1(%.Y) (1.14)

karena/, merupakan garis singgung kur\FaS, di titik P(xo,yo,zo) maka

berdasarkan pengertian geometri dari derivatif, gdan menganggap
sebagai konstanta, diperoleh hubungan

_ 91 (% Yo)
ay

B (1.15)

Dengan demikian persamaan (1.9), bidang singgumgaluS di titik
P (X% Yo.2o) . dapat ditulis sebagai

91 (%, Yo) (x=xg)+ 2 (%o, Yo) (v

- 1.16
Ix dy yo) ( )

sz(Xano)"'

dan garis normalnya mempunyai bilangan arah (gnadie

af (X()ayo) of (Xo')’o)
ax ' dy

-1 (1.17)

Garis normal bidang singgung luas&z= f (x,y) di titik P(xy, Yo,2o)

biasa disebut garis normal luassndi itk P(xy, Yo,2p) -

Contoh 1.9:
Jika diberikan luasa8 dengan persamaan= 2x? + 3y? maka tentukan:

a. persamaan bidang singgung di titik (3, 2, 30);
b. cosinus arah normal di titik tersebut.
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Penyelesaian :
Diberikan persamaan luasarz=2x?+3y?, atau dapat ditulis
f (x,y)=2x* + 3y® sehingga

ﬂ:ﬁ]_x dan ﬂ:6y
oy

1704
dengan demikian
21(3,2) 21 (3,2)
—=12 dan =12
1704 oy

sehingga persamaan bidang singgung luasar@x? + 3y? di titik (3, 2, 30)

adalahz = 30 + 12¢ — 3) + 12¢ — 2).
Untuk menentukan cosinus arah garis normal di {8k 2, 30), terlebih
dahulu ditentukan nilai

12
2100%0) |, (21 (e yo) |,y
1704 ay
:[122 +12+ 1?2 (1.18)
=/289=17

k =

Dengan demikian, cosinus arah garis normal luasanf (x, y) = 2x% +3y?
di titik P (%o, Yo.20) = P(3,2,3Q adalah
1 (%.yo) 2f (%, Yo)

0 -1
e i (1.19)
. 12 12 -1
yaitu, —,—,—
17 17 17
Contoh 1.10:

Diberikan luasarS, z= f,(x,y) = 2(x2 + y2) , dan

luasanS,, z= f,(x,y) :1_87_?1'()(2 + yZ)_
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Tunjukkan bahwa kedua garis normal luasgndan S, di setiap titik pada
kurva perpotongannya saling tegak lurus.
Penyelesaian :

Kurva perpotongan kedua luas&p dan S, adalah

2,2\ 17 115 > 2., .2 _
2(x +y )_E E(X +y ) ataux+y“ =1

Jika (xo,yo,zo) sebarang titik pada perpotongan kedua luaSaman S,,
yaitu lingkaran x? + y? =1 maka untuk membuktikan kedua garis normal
luasanS dan S, di titik (xo, yo,zo) saling tegak lurus cukup ditunjukkan

bahwa
‘?fl(XOvyO) dfz(xo')’o) + C?fl(xo)’o) oaf ix oY a +1=0 (1.20)
ax ax ay ay '
dfl(XO’yO) dfl(XO’yO) —_
ox % dy Yo
dfz(xo,yo)__l dfz(xod’o)__l
o —X — =%
X 4 ay 4

Dengan demikian, diperoleh
91, (%0, ¥o) 9F2(X0Y o) + If(xoyq af {x oy +1=

X X ay oy
1 1
(‘%)(‘Z Xoj““(@o)(‘z YOJ““ 1=
X% Yo *1=0

karenaxg +ys =1.
DIFERENSIAL FUNGSI PEUBAH BANYAK

Pada bagian ini dibahas pengertian diferensial Supgubah banyak,
namun untuk mengingatkan pengertian diferensiabgunerlebih dahulu
diulang pengertian diferensial fungsi dengan satibph bebas.

Jika f merupakan fungsi bernilai real dengan peubah dgb@maka
fungsi f dikatakan terdiferensial dk , jika untuk suatu persekitaran
(neighborhood) x terdapat bilangan re@ sehingga dipenuhi
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im |f (x+0x) - f (x)—CAx| _
DX-0 |ax]

(1.21)

dan dari persamaan di atas dapat diturunkan
. f (x+4Ax) - f(x)

Ax-0 AV
yang berarti fungdi mempunyai derivatif dk dengan nilai f'(x) =C.

=C

Diferensial f, disimbolisasi dengadif atau df (x; dx), didefinisikan dari

persamaan (1.21), yaitu:

i |f (x+0x) - f (x) - df (x;dx)| o
£X-0 |ax]

dengan demikian, diperoleh hubungan:
df (x dx) = f'(x)dx (1.22)

Selanjutnya, jikd suatu fungsi bernilai real dengan dua peubah bebas
dany maka sejalan dengan uraian di atas didefinisilamgertian diferensial
fungsif, seperti diungkapkan dengan definisi berikut ini.

Definisi 1.6
Fungsif bernilai real dengan dua peubah beladany dikatakan
terdiferensial di (x,y) jika terdefinisi pada suatu persekitaran
(neighborhood) (x, y) dan terdapat bilangan re&l dan B sehingga
berlaku
f(x+Ax, y+Ay)-f (X y)—(AAXx+ BA
lim | ( Y y) ( y) ( y)| =0 (1.23)

(ax.ay) - (0,0) /sz + Ay2

dan diferensial fungsf , df (x, y;dx,dy) , didefinisikan dengan
df (x, y;dx,dy) = Adx+Bdy (1.24)

Dengan mengambildy =0,Ax# 0 (y dianggap konstan) persamaan
(1.23) menjadi
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|f(x+Ax, y)-f (va)‘AAX| _

lim
(ax,0)-(0,0 |6x]
atau
i |f(x+Ax, y)-f (x,y)| _
(ax,0)-(0,0 |6x]
atau
_9f(xy) _
o by

dan dengan mengambiix=0,Ay# 0 (x dianggap konstan) persamaan
(2.23) menjadi
i |f (x, y+4y)-f(x, y)—BAy| _
(0ay)-(0.9 |By|
yang berarti

0

|f(x,y+Ay)—f(x,y)|

lim =
(02) (09 Ay
atau
_af(xy)
- dy - fY(X y)

Dengan demikian, persamaan (1.24) dapat dituliagagb
of
(%) s af(xy)
J oy

df (x, y;dx,dy) = dy (1.25)

Teorema 1.7

Diberikan fungsi bernilai reaf |, f(x, y), terdefinisi pada daerah
(region) D O R? dan titik (%0, Y0)OD . Jika fungsif terdiferensial di
(%0, Yo) maka fungsif kontinu di (X, yo)-

Bukti :
Didefinisikan fungsiu(h,k) dengan
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f (x+h,y+k)-(Ah+BKk)
Vh +K?

u(hk) = (1.26)

jika (h,k)#(0,0).
Dengan mengambilh =Ax, k =Ay dan berdasarkan persamaan (1.23)
diperoleh

m u(hk)= fm f(x+h,y+k)-f(xy)=-(Ah+BKk)
(hk)~(0.0 (hk)-(09 Jh? +K2
Dari persamaan (1.26) diperoleh
f(x+h,y+k)=f(xy) = Ah+Bk+u(hk)vh? +Kk?
dan untuk(x,y) = (%, Yo) OD persamaan di atas menjadi
F (3 +h, yo+k)= T (Xg yo) = A+ Bk +u(h,k)Vh? +k2

dan
l (0’0)[1‘ (%+h yo+k)=f (X0 Yo)]

= lim [Ah+ Bk +u(h k)vh? +k2}

i o9 ' bo+hyo k)= (xo o)
Terbukti bahwd kontinu di (X, Yo) -
(Bukti selesai)

Contoh 1.11 :
Tentukan diferensial fungsidi titik (x,y)=(1,2), jika diberikan

f(xy)=3Cy+2xy*+1

Penyelesaian:
Diketahui  f (x,y) =3x°y+ 2xy® +1
af(xy)

=6 +22
124 ey
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21(12) =6.1.2+ 2.3 = 2
1704

dfcg);/!y) :3X2+4Xy

df(1’2)=312+412= 1
3y . 1. :

Dengan demikian,
af(xy)
y

=(6xy+ 2y2)dx+(3x2+ 4xy)dy

X, Y)

df (x, y;dx,dy) = df‘(?x dx +

dy

dan

df (1, 2;dx,dy) = 7 fd()l(’ 2 i+ 2 fd(;’a dy
=20dx+ 11dy

Pengertian diferensial fungsi peubah banyak sebwge diungkapkan
dengan Definisi 1.6 juga berlaku untuk fungsi dengadgduah peubah bebas
Xy, Xp, ... %, . Sehingga untuk fungsi bemilai reak f (%,%,,....X,),
diferensialf yang disajikan dengan persamaan (1.25) menjadi

_of Jf Jf

df =——dx, +——dx, + ... +——d 1.27
% X 5%, 2 ox Xn ( )

Selanjutnya, jika diberikan fungsi bernilai reakE u(x,y) dan v=v(x,y)
masing-masing terdefinisi dan mempunyai derivatérspl terhadapx

maupuny pada suatu daerahegion) D O R? maka berlaku sifat-sifat
berikut ini.

(1) d(u+v)=du+dv (1.28)
Bukti :
Jdu+v Jdu+v
d(u+v)= (dx )dx+ (c?y )dy
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_|du  ov ou  ov
=| —+— |dX+| —+—|dy
X OX oy 0Jy
:ﬂdx+ﬂdy+ﬂdx+ﬂdy
X ay 17 ay
=du+dv
(2) d(w)=udv+vdu (1.29)
Bukti :
J 7
d(uv)= (w) dx (w) dy
170 ay
au ov Ju ov
=| —V+u— |dX+| —Vv+u— |dy
X ox ay ay
:ﬂvdx+uﬂdx+ﬂvdy+uﬂdy
1704 1704 ay ay
=u ﬂdx+ﬂdy +v ﬂdx+ﬂdy
1724 ay X ay
=udv+vdu

(3) Jika untuk setiaf{x, y) 0D, v(x,y)# 0 maka berlaku
d(gj:vdu—zudv (1.30)
\ \%
Bukti :

)2l sl

_OX_ X g 9Y . %Y gy
% %
ﬂvdx uﬂdx+ﬂvdy uﬂdy
_ J ay oy J
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v ﬂdx+ﬂdy -u ﬂdx+ﬂdy
1704 ay X ay

V2

_vdu-udv

V2

Selanjutnya jikau =u(x,y) danv= v(x, y) masing-masing merupakan
fungsi terdiferensial terhadap peubakany, dan f = f (u,v) merupakan
fungsi terdiferensial terhadapdanv maka berlaku:

df :ﬁdu+ﬂdv (B1)
ou ov
Bukti :
df :ﬂdu+ﬂd\/
ou ov
df | du Ju af | ov ov
=— | —dx+— +—| —dx+—
Jdu L?x dydy} dv[dx dydy}
_(o"f du Of dvj df du Jf ov
=l ——+—— |dX+| ——+——|d
ou dx ov Jdx oJudy ovaoy

Dengan demikian, persamaan (1.31) dapat dituliagagb

o =(ZL 2 I Mo S0 I, (1.32)
Ju dx oJv dx dudy ovaoy

Contoh 1.7 :
Jika diberikanz = In (x2 + y2) maka tentukanz.

Penyelesaian :
Misalkan, u = x* + y? sehinggaz=In u.
Berdasarkan persamaan (1.32) diperoleh
Jdz du ot dz du

dz=——dx+——
Jdu dx ou o"ydy
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=

1)

2)
3)

4)

5)
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=12x dx+£2y dy
u u

xdx+ydy

=2
32 +y2

LATIHAN

=
=
=
=

Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai matexiadi
kerjakanlah latihan berikut!

Tentukanlah nilai f (0,) dan f (0e) jika diberikan

y(
f(xy)=€eliny.
Tentukan diferensiaf (x,y) jika f(x y)=€"Yx*sin(x-y).

Tentukan derivatif parsial orde dua fun§gika

sinx?y xy=0
fF(xy)=1 2%
<0
X2 +y Y
Xy

Tunjukkanlah jika u =—— maka dipenuhi
X+y

2 2 2
xzdu+2xydu +y20"u:

0.
ax? Ixdy ay?

Tentukanlah derivatif parsial orde dua funfjgka

a, f(x,y):ln( X j

X+y

b. f(xy)=x"cosy+y? sin
f(xy)=x
f(xy.2)=(x+y)(y+2)(z+x)

e. f(xyz)= sin(x+ zy)

=12
Tunjukkanlah jikau = (x2 +y?+ 22) Y2 haka dipenuhi
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u du Jdu _
+ + =0
X% dy? 972

7) Jika diberikan fungsif, f(xy)=1" x2+yZ (xy)#(0.0

, 91 (0,00 _ 2%f(0,0
tunjukan bahwa # .
yox axoy

8) Tentukan persamaan bidang singgung luasan
x* +2xy? = 7z%+ 3y+ 1= Odititik (1,1,3).

9) Buktikan bahwa bola?® + y? + 22 =16 dan x* + y?+z?-10y + 16= C
berpotongan saling tegak lurus.

Petunjuk : Dua buah luasan dikatakan berpotongan saling tegak jika
garis normal kedua luasan di setiap titik pada &urv
perpotongannya saling tegak lurus

10) Jika diberikaru = f[uﬂj denganf fungsi sebarang, buktikan
Xy Xz
bahwa 322! + y2ﬂ+ 294 -
7 ay oz

Petunjuk Jawaban Latihan

1) LihatContoh 1.6, denganf, =ﬂ, fy =ﬂ.
X ay

2) LihatContoh 1.6, dengan f, =ﬂ, fy =ﬂ.
X ay

3) LihatContoh 1.7.
5) LihatContoh 1.7.
8) Gunakan persamaan (1.16).
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9) LihatContoh 1.10, terlebih dahulu tentukan luasan bola 1 dan bola
2.

10) Diketahui apabilai = f (v,w) maka 24 =2t v of ow

Ix OvIx Iwax
<§ RANGKUMAN

Fungsi f(x,y) bernilai real terdefinisi pada daeralegfon)

)

1)

)

)

D O R?, dikatakan terdiferensial parsial terhadagan y jika
af(xy) ~im f(x+h, y)=f(xy)
IX h-0 h
af(xy) —iim f(xy+k)=f(xy)
ay k-0 k
Jika fungsi-fungsif (x,y) dang(x,y) di atas terdiferensial parsial
terhadapx dany maka dipenuhi sifat-sifat :

1) %[f (X’Y)*'Q(X,Y)J: of (X'Y)+‘?g(x,y)

mempunyai nilai, dan

mempunyai nilai.

Ix Ix
diy[f(X'y)+9(x,y)]=dfxy)*dgg;y)
@ 21 (x9)alen)]= 20D g ) 1 ) 220)
2L 0a(e)] =2 P g ) ) P20
(3) Jikag(x,y)# 0 untuk setiap(x, y) 0D maka
o1 2o ot -1 (x5
dx_g(x,)/)_ I:g(x,y)]z
o i)] gy b1y 720
ay| 9(x) | lo(x y)f
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Fungsi f(xy) terdefinisi pada suatu daerategion) D O R?
dengan (x,,Yo) merupakan titk limit himpunanD, dikatakan

terdiferensial di(xo,yo) jika terdapat bilangan re& danB sehingga
berlaku

i |f(x+Ax,y+Ay)—f(x,y)—(AAx+BAy)|
im

(ax,0)-(0,0 /sz + Ay2

Mudah diperlihatkan bahwa
f(x+Ax y)-f(xy) df(xy)

A= lim
(ax,0)~(0.9 AX Ax
B= Iim f(X,Y+Ay)—f(x,y):4;f(x,y)
(0.ay)-(0.9 Ay Ay

dan diferensial fungsf didefinisikan sebagai
Jf
(xy) A (%)
1704 oy

df (x, y;dx,dy) = dy

Diberikan fungsi f (x,y) terdefinisi pada daerahegion) D O R?
dengan(xy,Y,) merupakan titik limit daeratrédgion) D. Jika fungsif
terdiferensial di titik(X,, yo) maka fungsif (x,y) kontinu di(xy, yo) -

% TES FORMATIF 2

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat!

2 af(x,
1) Jika diberikan fungsif (x,y) = 2xy—(1— x2 —yz)?# maka %
X
af(x .

dan M terdefinisi ....
A. untuk semuax y)
B. untuk semua pasangandan y bernilai positif
C. untuk semua pasangadany bernilai negatif
D. untuk semuax( y) dalam lingkaran terbuka dengan pusat (0,0) dan

radius 1
untuk semuax( y) dalam lingkaran tertutup dengan pusat
(0,0) dan radius 1

m
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2) Jika diberikan fungsi f(x,y):x2y+e_xy3, maka

3)

4)

5)

KALKULUS IIl @

af(1,-1)
X

mempunyai nilai ....

moowp

e-2
1-3e
2—-6e
15e

e

Jika diberikan fungsif (x,y) = 2x? + 3y?, maka bilangan arah garis
normal luasan fungdi di titik (3,2,f (3,2)) adalah ....

A

B
C
D

E.

3,2,30
12,12,-1
12,12,1
212 1
17'17° 17
12 12 1
17'17" 17

Jika diberikan fungsif (x,y) =3x?y+ 2xy? +1 maka diferensiaf di
titik (2,1) adalah ....

A.

B.
C.
D
E

14 dx—- 20dy
20 dx—14dy
14 dx+ 20dy
20 dx+14dy
—-14 dx— 20dy

Jika diberikan fungsi f(x,y)=ln(x2+y2) maka diferensial f

adalah ....

A.
B.

2x dx + 2y dy
x dx+y dy
2X 2y
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X y

D. dx + d
X2+y2 X2+y2 y
2 2
E. dx + d
X2+y2 X2+y2 y

Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban desdiif 2 yang
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawabyang benar.
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetamgkat penguasaan
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 2.

) Jumlah Jawaban yang Benar
Tingkat penguasaan = x100%
Jumlah Soal

Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali

80 - 89&dbaik
70 - 79%6cukup
<%0= kurang

Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebitda dapat
meneruskan dengan modul berikutnigagus! Jika masih di bawah 80%,
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar Rjtéena bagian yang
belum dikuasai.
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Tes Formatif 1

1)
2)
3)
4)
5)

TomOO

KALKULUS IIl @

Kunci Jawaban Tes Formatif

Tes Formatif 2

1)
2)
3)
4)
5)

E

A
B
C
C



® MATA4210/MODUL 1 1.39

Daftar Pustaka

Salas, SL & Hille, E.(1982). Calculus One and Variables. (Part I1). 4"
Edition. New York: John Wiley and Sons.

Taylor, A.E & Robert, M.W. (1983).Advanced Calculus. 3rd edition. New
York: John Wiley and Sons.



