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=— PENDAHULUAN

odul ini memuat pembahasan teori himpunan dan himpunan bilangan

bulat. Teori himpunan memuat notasi himpunan, relasi dan operasi
dua himpunan atau lebih. Sedangkan himpunan bilangan bulat memuat relasi
keterbagian, Faktor Persekutuan terBesar (FPB), Kelipatan Persekutuan
terKecil (KPK) dan sifat-sifatnya. Struktur Aljabar atau sering juga
dinamakan Aljabar Abstrak pada dasarnya merupakan pengembangan dari
sistem bilangan bulat yang sebagian besar telah dipelajari dalam Teori
Bilangan. Oleh karena itu, untuk mempelajari materi dalam Struktur Aljabar
ini, Anda telah menguasai materi Teori Bilangan sebagai materi
prasyaratnya.

Setelah mempelajari materi dalam modul ini Anda diharapkan dapat
menjelaskan pengertian himpunan, relasi dan operasi himpunan serta sifat-
sifatnya, konsep-konsep relasi keterbagian pada bilangan-bilangan bulat,
FPB, KPK, dan sifat-sifatnya serta dapat menerapkannya dalam Struktur
Aljabar. Secara rinci, setelah mempelajari modul ini, Anda diharapkan
mampu:
menuliskan notasi himpunan;
menentukan relasi dua himpunan atau lebih;
menjelaskan operasi dua himpunan dan sifat-sifatnya;
menjelaskan konsep relasi keterbagian, FPB dan KPK;
menentukan sifat-sifat relasi keterbagian pada bilangan bulat;
menentukan sifat-sifat FPB dan KPK dari bilangan-bilangan bulat;
menghitung FPB dan KPK dari bilangan-bilangan bulat;
menentukan hubungan FPB, KPK dan hasilkali dari dua bilangan bulat.

O N Gk~ wDRE

Kompetensi-kompetensi tersebut sangat penting bagi guru maupun calon
guru, karena banyak topik-topik di SLTP dan SMA/SMK yang berkaitan
dengan konsep dan prinsip FPB dan KPK bilangan-bilangan bulat, bahkan
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banyak sekali penerapannya dalam kehidupan sehari-hari. Selain itu, konsep-
konsep tersebut akan senantiasa digunakan dalam pembahasan topik-topik
berikutnya.

Dalam modul ini disajikan uraian materi dan contoh, latihan
memecahkan soal dan diakhiri dengan tes formatif dalam setiap kegiatan
belajar. Modul ini terdiri dari 2 Kegiatan Belajar, yaitu:

KB 1. Teori Himpunan yang memuat Notasi Himpunan, Relasi Himpunan
dan Operasi Himpunan beserta sifat-sifatnya.

KB 2. Himpunan Bilangan Bulat | yang memuat Relasi Keterbagian,
Faktor Persekutuan terBesar (FPB) dan Kelipatan Persekutuan
terKecil (KPK).

Selamat belajar, semoga Anda sukses!
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KEGIATAN BELAJAR 1

Teori Himpunan

A. NOTASI HIMPUNAN

Himpunan yang dibahas di sini adalah suatu kumpulan dari objek-objek
yang didefinisikan dengan jelas. Objek-objek dari himpunan didefinisikan
dengan jelas, maksudnya adalah suatu objek dapat ditentukan dengan pasti
termasuk dalam himpunan tersebut atau tidak termasuk dalam himpunan
tersebut. Objek yang termasuk dalam himpunan itu disebut anggota (elemen)
dari himpunan itu. Sebagai contoh, himpunan wanita cantik. Himpunan ini
objeknya tidak terdefinisi dengan jelas, karena kriteria wanita cantik tidak
jelas. Tetapi, himpunan wanita yang pernah menjadi presiden Republik
Indonesia, merupakan himpunan yang objeknya terdefinisi dengan jelas. Kita
dapat memilah wanita mana yang pernah menjadi presiden Republik
Indonesia dan wanita mana yang belum pernah menjadi presiden Republik
Indonesia. Kata-kata lain, seperti gugus, kumpulan, kelas, koleksi, keluarga
merupakan sinonim dari kata himpunan.

Pada umumnya himpunan disimbolkan dengan huruf kapital A, B, C, . . .
dan elemen-elemennya disimbulkan huruf alfabet kecil a, b, c, .... Notasi
“ae A” dibaca “a elemen/anggota dari A” dan “d ¢ B” dibaca “d bukan
anggota/elemen dari B”

Himpunan mungkin saja beranggotakan himpunan-himpunan. Himpunan
seperti ini biasa disebut keluarga/koleksi dari himpunan-himpunan. Misalnya,
himpunan dari tim-tim sepak bola di Indonesia merupakan himpunan yang
anggota-anggotanya adalah tim-tim kesebelasan sepak bola yang ada di
Indonesia. Tentu saja, seorang pemain dari suatu tim kesebelasan bukan
menjadi anggota dari keluarga/koleksi tersebut.

Suatu himpunan dapat dinyatakan dengan dua cara, yaitu:

1. dengan cara daftar (tabulasi);
2. dengan notasi pembentuk himpunan.

Cara pertama, dengan cara daftar (tabulasi), yaitu mendaftar/
menuliskan anggota-anggotanya di antara kurung kurawal buka dan kurung
kurawal tutup, dan setiap dua anggota dipisahkan dengan tanda koma.
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Contoh 1.1

a. P ={2, 3,5, 7} adalah himpunan empat bilangan prima pertama, atau
himpunan bilangan prima satu angka. Dalam mendaftar anggota-
anggotanya, urutan anggota-anggotanya tidak perlu diperhatikan
sehingga himpunan tersebut dapat pula dinyatakan dengan {3, 5, 2, 7},
{7,3,5,2},{5,2,7,3} {5, 7, 3, 2} dan sebagainya.

b. Dalam matematika, suatu himpunan dapat hanya mempunyai satu
anggota dan biasa disebut singleton, misalnya : D = {April}, yaitu
himpunan semua nama bulan yang diawali dengan huruf A; E = {10},
ialah himpunan yang anggotanya hanya satu bilangan, yaitu 10.

c. Bahkan dalam matematika terdapat suatu himpunan yang tidak
mempunyai anggota, yang biasa disebut himpunan kosong dan diberi
simbul { } atau @. Misalnya, himpunan bilangan asli yang kuadratnya
sama dengan 5, himpunan lembu yang berkaki seribu, himpunan
bilangan asli yang kurang dari 1, dan sebagainya. Ingat bahwa {0} dan
{?d} masing-masing bukan himpunan kosong, tetapi himpunan-
himpunan itu masing-masing mempunyai satu anggota.

d. Apabila suatu himpunan mempunyai banyak anggota maka kita dapat
menuliskan tiga atau empat anggota dan diikuti dengan tiga titik. Tiga
atau empat anggota yang dituliskan tersebut harus dapat memberi
petunjuk untuk menentukan anggota-anggota berikutnya.

Misalnya, C = {0, 1, 2, 3, . . . } adalah himpunan semua bilangan cacah.
A={1,2, 3,4, ... }adalah himpunan semua bilangan asli. Tetapi, jika
kita hanya menuliskan {1, 2, 3, . . . } maka himpunan ini mempunyai
dua kemungkinan, yaitu {1, 2,3,4,5,...}atau{1,2,3,5,8,13,...}
Penulisan seperti itu harus kita hindari, agar tidak membingungkan.
B={..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}adalah himpunan semua bilangan
bulat.

Cara kedua, menyatakan himpunan dengan notasi pembentuk himpunan,
yaitu dengan menuliskan satu huruf sebarang sebagai peubah anggota dan
syarat keanggotaannya serta tanda garis tegak di antara peubah dan syarat
keanggotaan, yang semua tulisan itu berada di antara kurung kurawal buka
dan kurung kurawal tutup. Syarat keanggotaan ini harus terdefinisi dengan
jelas, artinya sesuatu objek harus dapat ditentukan dengan pasti, sebagai
anggota himpunan itu atau tidak. Di SLTP dan SMA/SMK, cara kedua ini
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dapat pula hanya dituliskan syarat keanggotaannya di antara kurung kurawal
buka dan kurung kurawal tutup.

Contoh 1.2

a. A= {x|x bilangan asli} dibaca “himpunan semua x sedemikian hingga

x bilangan asli. Tanda “|” dibaca “sedemikian hingga”. Atau dapat pula
dituliskan sebagai A = {bilangan asli}.
D = {x | x < 101 dan x bilangan asli} atau {bilangan asli kurang dari
101} adalah himpunan semua bilangan asli yang kurang dari 101.
Apabila diketahui bahwa A adalah himpunan semua bilangan asli maka
himpunan D tersebut dapat dituliskan lebih singkat menjadi D =
{xe A|x<101}

b. Apabila B adalah himpunan semua bilangan bulat, yaitu B = {x | x
bilangan bulat} maka G, yaitu himpunan semua bilangan bulat yang
gasal, dapat ditulis sebagai G = {x | x = 2n + 1 dan ne B} atau lebih
singkat menjadi G = {2n + 1 | ne B} atau dapat juga dituliskan sebagai
G ={2n + 1| n bilangan bulat}

c. L adalah himpunan semua bilangan bulat kelipatan 5, dapat ditulis
sebagai L = {S5m | m bilangan bulat}. Atau L={5n|n e B}, jikaB =
{x | x bilangan bulat}.

d. Pada bidang koordinat Cartesius, misalnya X adalah himpunan semua
titik pada sumbu x maka X = {(x,y) |y =0dan x,y € R} dengan R =
{x | x bilangan real}. T adalah himpunan semua titik pada garis dengan
persamaan y = 2 X + 4 ditulis sebagai T = {(X,y) |y = 2 X + 4 dan
X,y € R}

B. HUBUNGAN DUA HIMPUNAN

Dua himpunan kemungkinan mempunyai hubungan : (1) himpunan yang
satu merupakan himpunan bagian dari yang lain, (2) dua himpunan itu sama,
(3) dua himpunan tersebut ekuivalen, atau (4) dua himpunan itu saling asing
(saling lepas). Berikut ini akan dibahas tiap-tiap hubungan dua himpunan
tersebut.

1. Himpunan Bagian (Subset)
Misalkan A = {1, 5} dan B ={0, 1, 2, 3, 4, 5}. Perhatikan bahwa 1 dan 5
masing-masing merupakan anggota dari himpunan A dan juga merupakan
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anggota dari himpunan B. Dapat dikatakan bahwa setiap anggota dari
himpunan A merupakan anggota dari himpunan B pula. Hal seperti ini
dikatakan bahwa himpunan A merupakan himpunan bagian dari himpunan
B. Pengertian himpunan bagian ini secara formal didefinisikan sebagai
berikut.

Definisi 1.1.
Himpunan A adalah himpunan bagian dari himpunan B (ditulis
A c B) jika dan hanya jika setiap anggota A merupakan anggota B.
Atau dapat ditulis sebagai
Ac B jhj VX, xe A= x e B.

Contoh 1.3

a. Apabila A = {x | x bilangan asli} dan P = {2, 3, 5, 7, . . .}, vaitu
himpunan semua bilangan prima maka Pc A. Dan jika B = {x | x
bilangan bulat} maka A< B dan PcB.

b. Benarkah bahwa A — A, untuk setiap himpunan A ?
Memperhatikan definisi 1.1 maka setiap anggota dari himpunan A mesti
merupakan anggota dari himpunan A. Sehingga pastilah benar bahwa
AcA. Selanjutnya dikatakan bahwa A adalah himpunan bagian tak
sejati (improper subset) dari A

c. Benarkah bahwa @ < A, untuk setiap himpunan A ?
Menurut definisi 1.1, @ — A jika dan hanya jika Vx, xe@ = xeA.
Karena xe@ adalah suatu pernyataan yang bernilai salah, sebab @
adalah himpunan yang tidak mempunyai anggota satupun maka kalimat
implikasi xe @ = xe< A bernilai benar, sebab pendahulu/antesedennya
bernilai salah. Sehingga kalimat “ VX, xe @ = Xe A” bernilai benar,
dengan demikian @ — A benar.
Seperti juga pada contoh 1.3.b, @ merupakan himpunan bagian tak sejati
dari A. Himpunan bagian dari A, selain @ dan A (jika ada) disebut
himpunan bagian sejati (proper subset) dari A. Selanjutnya dalam buku
ini, jika tidak ada keterangan apa-apa maka yang dimaksud kata-kata
“himpunan bagian” adalah mencakup himpunan bagian sejati maupun
himpunan bagian tak sejati.

d. Semua himpunan bagian dari {a, b, c} adalah { }, {a}, {b}, {c}. {a, b},
{a, c}, {b, c} dan {a, b, c}. Jadi, banyaknya himpunan bagian dari {a, b,
c} adalah 8. Berapakah banyaknya himpunan bagian dari {a, b, ¢, d}?
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Ac B dapat pula dibaca “A termuat dalam B” yang sama artinya
dengan “ B memuat A” yang diberi simbol dengan “ B > A” (B is a superset
of A). Apabila A bukan himpunan bagian dari B, atau A tidak termuat dalam
B, disimbolkan dengan A ¢ B.

Dalam suatu pembicaraan atau pembahasan, kadang-kadang kita harus
membatasi diri, agar pembicaraan atau pembahasan Kkita terfokus pada
permasalahan yang dibahas. Dalam pembahasan himpunan, Kkita perlu
menetapkan suatu himpunan yang anggota-anggota atau himpunan bagian-
himpunan bagiannya merupakan sumber pembahasan. Himpunan seperti ini
disebut Himpunan Semesta atau Semesta Pembicaraan (Universal Set), yang
biasa diberi lambang dengan huruf S atau U. Himpunan semesta yang
ditetapkan tergantung pada permasalahan yang sedang dibahas. Misalnya,
dalam suatu keadaan mungkin himpunan semestanya adalah himpunan semua
bilangan rasional sebagai himpunan semesta, dalam keadaan lain mungkin
himpunan semua orang di Yogyakarta, himpunan semua segitiga, himpunan
semua segi empat, atau himpunan semua titik pada suatu bidang datar, dan
sebagainya.

Suatu himpunan dapat digambarkan dalam suatu diagram yang biasa
disebut diagram Venn-Euler atau ada yang hanya menyebut diagram Venn
saja. Himpunan semesta biasa digambarkan sebagai persegi panjang dan
himpunan bagian-himpunan bagiannya digambarkan sebagai kurva-kurva
tertutup sederhana.

Contoh 1.4

a. JikaS={1,2,3,4,5,...,10} sebagai himpunan semesta, A={1, 3,5,
7,9} dan B={3,5 7} maka
diagram Venn dari himpunan- | S

himpunan ini tampak pada Gambar A
1.1 berikut ini.

b. Jika A = {x | x bilangan asli}, B =
{y | y bilangan bulat}, Q = {x | x
bilangan rasional} dan R = {y | y
bilangan real} maka Kkita dapat
menetapkan R sebagai himpunan semesta. Kita dapat pula memilih
K = {t | t bilangan kompleks} sebagai himpunan semesta. Pemilihan

himpunan semesta tergantung pada permasalahan yang dihadapi, tetapi
harus diingat bahwa himpunan-himpunan pada permasalahan yang

Gambar 1.1
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dihadapi harus merupakan himpunan bagian-himpunan bagian dari
himpunan semesta yang dipilih. Jika kita dihadapkan himpunan-
himpunan A, B, Q dan R seperti di atas maka kita tidak boleh memilih
A, B, atau Q sebagai himpunan semestanya. Apabila R sebagai
himpunan semesta maka diagram Venn dari himpunan-himpunan A, B,
dan Q terlihat pada Gambar 1.2 berikut ini.

(Gl

Gambar 1.2

R

c. Himpunan penyelesaian dari persamaan 2x° + 5x - 3 = 0, apabila xe A,
dengan A = {x | x bilangan asli } adalah { }. Dalam permasalahan ini, A
sebagai himpunan semesta. Tetapi, apabila dalam permasalahan tersebut
B = {x | x bilangan bulat} sebagai himpunan semestanya maka himpunan
penyelesaian dari persamaan itu adalah {-3}. Dan jika Q = {x | x
bilangan rasional} sebagai himpunan semestanya maka himpunan

penyelesaian dari persamaan itu adalah {% —3} .

Pada contoh di atas, kita telah menuliskan semua himpunan bagian dari
A = {a, b, c}. Himpunan dari semua himpunan bagian dari A disebut
himpunan kuasa A (power set of A) dan disimbolkan dengan 2”. Jadi

2= {X|X c A}
Jika A = {a, b, c} maka 2" = {@, {a}, {b}, {c}, {ab}, {ac}, {b.c}, A}
Banyaknya anggota himpunan A diberi simbol n(A), banyaknya anggota
himpunan 2* diberi simbol n(2?). Tampak di sini, jika n(A) = 3 maka
n(2*) = 8.

Apabila banyaknya anggota suatu himpunan adalah berhingga maka
himpunan itu disebut himpunan berhingga (finite set). Dan apabila
banyaknya anggota suatu himpunan adalah takhingga maka himpunan itu
disebut himpunan takhingga (infinite set).
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2. Dua Himpunan Sama
Definisi 1.2
Dua himpunan A dan B dikatakan sama (ditulis A = B) jika dan
hanya jika setiap anggota A merupakan anggota B, dan setiap
anggota B merupakan anggota A pula. Atau dapat ditulis
A=B jhj(VXx,xeA = xeB)&(Vy,yeB = yeA)
Atau ditulis lebih singkat menjadi
A=B jhj AcB & BcA
Jika A tidak sama dengan B (ditulis A = B)

Contoh 1.5

a. Jika A = {x |x bilangan asli} dan B = {y | y bilangan bulat positif} maka
A=B.

b. Jika P ={1, 2} dan K = {x | x* - 3x + 2 = 0 dan x bilangan real} maka
P=K.

3. Dua Himpunan Ekuivalen

Dua himpunan berhingga A dan B dengan n(A) = n(B), yaitu banyaknya
anggota A sama dengan banyaknya anggota B maka dikatakan bahwa
himpunan A ekuivalen dengan himpunan B (ditulis A ~ B). Misalnya,
A={1 3,5 7,9} dan B = {a, b, c, d, e} adalah dua himpunan yang
ekuivalen, yaitu A ~ B. Apabila himpunan M sama dengan himpunan N
maka M ~ N, tetapi tidak sebaliknya. Perhatikan bahwa ketentuan tersebut
hanya dikhususkan untuk himpunan-himpunan yang berhingga saja. Untuk
himpunan-himpunan takhingga maupun berhingga A dan B dikatakan
ekuivalen, jika ada suatu korespondensi satu-satu dari A ke B atau
sebaliknya.
Misalnya, A = himpunan semua bilangan asli dan B = himpunan semua
bilangan genap adalah dua himpunan yang ekuivalen. Hal ini ditunjukkan
dengan memasangkan setiap elemen A dengan elemen B dengan aturan
sebagai berikut.
f: A — B yang didefinisikan oleh

0, jika n=1

f(n) = % n, jika n genap

—% (n-1), jika n ganjil.
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4. Dua Himpunan Lepas (Saling Asing)

Dua himpunan yang tidak kosong A dan B dikatakan saling asing/lepas
(ditulis A//B) dan dibaca A lepas dengan B jika dan hanya jika dua himpunan
itu tidak mempunyai anggota persekutuan, atau setiap anggota A bukan
anggota B dan setiap anggota B bukan anggota A.

Contoh 1.6

a. JikaA={1,23,4,5}danB={7,8,9, 10} maka A // B.

b. JikaM={1,2,3,4,5,6}dan N = {x | x* = 3 dan x bilangan asli} maka
M tidak lepas dengan N.

C. OPERASI-OPERASI PADA HIMPUNAN

Apabila diketahui dua himpunan atau lebih, kita dapat membentuk
himpunan baru dengan mengoperasikan himpunan-himpunan yang diketahui
tersebut. Operasi-operasi pada himpunan-himpunan adalah irisan (),
gabungan (), komplemen (°), selisih (-) dan perkalian Cartesius (x).

1. lIrisan Dua Himpunan

Definisi 1.3 :
Irisan dari himpunan A dan himpunan B (ditulis A n B dibaca
A irisan B) adalah himpunan semua anggota persekutuan
himpunan A dan himpunan B, atau dengan kata lain, himpunan
yang anggota-anggotanya adalah semua anggota himpunan A
yang sekaligus sebagai anggota B.
Atau dapat ditulis sebagai A " B = {x|x € A& X € B}

Memperhatikan definisi di atas dan sifat | g
komutatif dari  konjungsi maka dapat
disimpulkan bahwa AnNnB =B n A
Dengan kata lain, operasi irisan pada himpunan-
himpunan bersifat komutatif. Secara formal
sifat komutatif irisan pada himpunan ini dapat
ditunjukkan sebagai berikut. Gambar 1.3

AnB={x|xe A&x e B}
{x|x € B&x e A} sifat komutatif konjungsi
BnA
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Memperhatikan definisi irisan tersebut dan mengingat sifat asosiatif
konjungsi maka dapat disimpulkan bahwa operasi irisan pada himpunan juga
bersifat asosiatif, yaitu

AnBnNnC=ANBNnC

Memperhatikan definisi irisan pada himpunan itu pula, kita dapat

menarik kesimpulan bahwa A ~ B termuat baik dalam A maupun B, yaitu :
AnB)c A dan (ANnB)cB

2. Gabungan Dua Himpunan
Definisi 1.4 :
Gabungan dari himpunan A dan himpunan B (ditulis A w B dan
dibaca A gabungan B) adalah
himpunan yang anggotanya
semua anggota himpunan A atau
himpunan B. Atau dapat ditulis
sebagai berikut.
AuUuB ={x|xeAvx eB}

S

Gambar 1.4

Dari definisi gabungan dua himpunan tersebut dan mengingat sifat
komutatif disjungsi maka dapat disimpulkan bahwa operasi gabungan pada
himpunan-himpunan bersifat komutatif, yaitu :

AuB=BUA

Demikian pula, dengan memperhatikan definisi gabungan tersebut dan
mengingat sifat asosiatif disjungsi maka dapat disimpulkan bahwa operasi
gabungan pada himpunan-himpunan juga bersifat asosiatif yang ditunjukkan
sebagai berikut.

(AuB)uC={x|xe(AuB)vxeC}

={x|xe AvxeB)v xeC}
={x|x e Av (X e Bv x e C)}sifat asosiatif
disjungsi
{x|xe Avxe ((BuUlC}
Au (B uC)
(A uB)uUC=A U (B u C) sifat asosiatif gabungan himpunan.

Dari definisi gabungan itu pula dapat disimpulkan bahwa baik himpunan
A maupun himpunan B masing masing termuat dalam A U B, yaitu :
Ac (AUB) dan B c (AU B)



STRUKTUR ALJABAR ©

Teorema 1.1 : (Sifat distributif)

a AnNnBUC) = (AnB) U (ANnC)
b. AuBnNC) = (AuB) N (AUC)

Bukti :

a.

Untuk membuktikan A n(BuwC) = (AnB) U (ANC) maka kita harus
menunjukkan dua hal, yaitu:
(i) An(BuUC)c(AnB) U (AnC)dan
(i) (AnB) U (ANC)cA n (BuUCQC)
Ambil sebarang x e A N (BuUC)
= Xe A &xe (BuUC)
= XeA&KXeB v xel
= (xeA&X eB)v(x e A&x eC) (sifat distributif konjungsi
terhadap dijungsi)
= xe (AnB) v xe (AnC)
= X € (AnB) U (ANC)
JadiAnN (BuUC) « (AnB) U (ANC) ..ol @A)
Ambil sebarang y € (AnB) U (ANC)
= ye (AnB) v ye (AnC)
= (ye A&yeB)v (yeA&ye O
= ye A& (ye B v y e C) (sifat distributif konjungsi terhadap
dijungsi)
= yeA&yeBuC
= yeAn (BuUO
Jadi, (AnB) U(ANC) c An (BUQC) .cevnennnnn. (ii)
Dari (i) dan (ii) disimpulkan bahwa
AN BuUC=(ANnB) U (ANC)

Bukti untuk teorema 1.1.b diserahkan kepada Anda sebagai latihan.

3.

Komplemen Suatu Himpunan

Definisi 1.5:

Misalkan S adalah suatu himpunan semesta maka komplemen dari
himpunan A (ditulis A° dibaca A
komplemen) adalah himpunan dari S
semua anggota himpunan semesta S | A
yang bukan merupakan anggota A.
Atau dapat ditulis sebagai berikut.

A° = {x|xeS&x ¢ A}

c

Gambar 1.5
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Contoh 1.7

a. Misalkan B = {x | x bilangan bulat} sebagai himpunan semesta. Jika
A = {x | x bilangan asli} maka A° = {x | x bilangan bulat tidak positif}.
Jika G = {2n | n bilangan bulat } maka G° = {2n + 1| n bilangan bulat}.

b. MisalkanS={a, b, c, d, e f, g, h, k, m, n} sebagai himpunan semesta.
Jika A={b,a n, d e m}dan B ={k, e, ¢, a, m}, akan ditunjukkan
bahwa (A N B)* = A®° U BS, sebagai berikut: A n B = {a, e, m},
(AnB)={b,cd,fghkn}A°={c, f g hkn} B ={b,dfgh,
k,n}, A°YB°={b, ¢, d, f, g, h, k n}. Tampak di sini bahwa (A N B)°
=A° U B

Dari definisi komplemen suatu himpunan tersebut, apabila A sebarang
himpunan dalam suatu himpunan semesta S maka AUA® =S, (A9 = A,
S°= @ dan @°=S

Teorema 1.2 : (De Morgan)
a. (AN B)Y=A°uU B"
b. (A uUB)=A°n B

Bukti :

a. Untuk membuktikannya digunakan pengertian kesamaan dua himpunan,
yaitu kita menunjukkan berturut-turut (A ~ B)° cA® U B° dan
A°UB‘c (ANB)f
Ambil sebarang X € (A N B)°

= x¢ (AnB),
= X ¢ Aatau x ¢ B
= x eAlataux e B°
= xe A" U B
Jadi (A N B)° cA® U B°
Ambil sebarang y € A° U B°
= yeA'atauy e B°
= ye¢Aatauye B
= ye(AnB)
= ye(AnB)f
Jadi A UB°c (A N B’ oo, (ii)
Dari (i) dan (ii) disimpulkan bahwa (A n B)°=A° U B [

Bukti untuk teorema 1.2.b diserahkan Anda sebagai latihan.
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4. Selisih Dua Himpunan
Definisi 1.6:
Himpunan A dikurangi himpunan B (ditulis

A — B dan dibaca A kurang B) adalah SA
himpunan dari anggota-anggota himpunan
A yang bukan merupakan anggota B. Atau A-B

dapat ditulis sebagai berikut.
A-B={x|xe A&Xx ¢ B} Gambar 1.6

Contoh 1.8:

a. Misalkan A={1,2,3,4,5 6}dan B={4,56,7,8} maka A-B =
{1,2,3}dan B-A={7,8}

b. Apabila B = {x | x bilangan bulat} dan G = {2x | x bilangan bulat} maka
B-G= {2x-1|xbilangan bulat} dan G -B = @.

Dari definisi selisih dua himpunan tersebut, yaitu:
A-B={x|xe A&x ¢ B}

{x|x e A&x e B%}

AN B°

Jadi A-B= AN B

5. Perkalian Cartesius Dua Himpunan

Definisi 1.7:
Misalkan A dan B dua himpunan yang tidak kosong maka perkalian
Cartesius dari A dan B (ditulis A x B dan dibaca “A kali B”) adalah
himpunan semua pasangan berurutan yang pasangan pertamanya
adalah elemen A dan pasangan keduanya elemen B.
Atau ditulis sebagai

Ax B = {(xy)|xeA dan ye B}

Contoh 1.9:

a. Misalkan A = {1, 2, 3} dan B= {a, b} maka
AxB={(,a), (2 a), (3 a), (1), (2 b),(3,b)}dan
BxA={a 1), (b, 1), (a 2),(b,2), @ 3), b3}
Karena (a, b) = (b, @), untuk a = b maka A x B = B x A.

b. Buktikan bahwa Ax (B C)=(AxB)n (A xC)



® PEMA4315/MODUL 1

Bukti :

&_}% LATIHAN
=

1)

Ambil sebarang (x,y) € A x (B " C)

xy)e (Ax(BnC)=>xeAdany e (BN C)
=>xeAdan(y e Bdany € C)
= (Xe Adany e B)dan(x e Adany € C)
= (x,y) € (A xB)dan (x,y) € (AxC)
=(xy) e (AxB)n(AxC)

JadiAx(BNnC)c(AxB)n(AxC)

Ambil sebarang (p,q) e ((AxB)N(AxC))

(p.a) e((AxB)N(AxC)) = (p,q) e (AxB) dan (p,q) € (AxC)
= (peAdangeB)dan(p e Adanqg € C)
=>peAdan(geBdanqg e C)
=>peAdanqge (BN C)
= ({p,g) s Ax(BnC)

Jadi, AxB)n(AxC)cAx(BnC)

SehinggaAx (BN C)=(AxB)n(AxC) [J

Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di atas,

kerjakanlah latihan berikut!

Apabila A = {x| x bilangan asli}, B = {x | x bilangan bulat}, tuliskanlah
himpunan-himpunan berikut ini dengan cara daftar atau dengan kalimat

sehari-hari!

a) H={x|xeBdan-2<x<8}
b) T ={x e B|xterbagi oleh 13}

¢) F={x e B|xgenapdan x <100}
d E={2n-1| n e A}

e) G={k € B|k<-100}.

f) 1 ={xeB|x+1=x}

y

hy L={p e A|p*<17}.
i) M={teB|t*-1<18}

X,y € A,x<ydany<4}.



2)

STRUKTUR ALJABAR ©

) N={9m-1| me B}

ky D={a" Ine B}, jika a suatu bilangan bulat tertentu.
) E={na Ine B}, jika a suatu bilangan bulat tertentu.
m) F={xe A | x <15 dan x saling prima dengan 15}

n G={x|xc{123}}

0) J:{% ab e Bdanb = 0}

P) K={m
n

Tuliskanlah himpunan-himpunan berikut ini dengan notasi pembentuk
himpunan!

a) P={710,13,16,...}

by S={0,3-3,6,-6,12,-12,...}

) T={0,4,812...}

d U={1,-2,3-4,5-6,...}

e) V={5152535,...}

123
W= A A e
D {2 34 }

11 1
X=11-=,2,-= ..
0 X= {155

m<ndanm,n e A}

3) Tuliskan semua himpunan bagian dari himpunan-himpunan berikut ini!

a. {0, a} b. {a, {b}, {a,b}}

4) Diketahui A={a, b, c,d,e, f, g, h}.

a) Berapakah banyaknya himpunan bagian dari A yang masing-masing
mempunyai dua anggota?

b) Berapakah banyaknya himpunan bagian dari A yang masing-masing
mempunyai tujuh anggota?

c) Berapakah banyaknya himpunan bagian dari A yang masing-masing
mempunyai tiga anggota?

d) Berapakah banyaknya himpunan bagian dari A yang masing-masing
mempunyai empat anggota?

e) Berapakah banyaknya himpunan bagian dari A yang masing-masing
mempunyai lima anggota?
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5) Misalkan S suatu himpunan semesta dengan himpunan-himpunan A dan
B. Buktikanlah pernyataan-pernyataan berikut ini!
a) AcBjhjB‘c A°
b) lJika A " B= @maka A c B°
c) A-B cAUB
6) Buktikanlah bahwa a. A~ B°=B - A
b.jikaA c Bmaka A U (B-A)=B
7) Jika A < B, buktikan A U C < B U C, untuk setiap himpunan C.
8) Buktikan: (A-B)u (B-A)=(AuUB)-(AnB).

Petunjuk Jawaban Latihan

1) a) H={1,0,1,23,4,5,6, 7}
b) T={... -39,-26,-13,0,13,26,39,...}
c) F={98,96,94,92 ...,0, -2 4,6, ...}
d E={1,3,57...}
e) G={-101,-102,-103,-104,... }

) 1 ={}

112
9 K‘{z‘s's}'
hy L={1,2,3,4}
i) M={4-3-2-10,1,2,3,4}
i) N={..,-19-10, -1,8,17,...}
ky D={. aaaaaa...}
N E={..,-2a,-a04a2333,...}

m) F={1, 2, 4,7,8,11, 13, 14}
n G={<, {1}{2}.{3}.{1, 2}.{1, 3}.{2, 3}.{1.2,3}}
0) J =himpunan semua bilangan rasional
p) K =himpunan semua pecahan sejati
2) A adalah himpunan semua bilangan asli dan B adalah himpunan semua
bilangan bulat.
a) P={3n+4|ne A}
b) S={3m|m e B}.
c) T={4t-4|me A}
d) U={(-1)""n|ne A}.
e) V={10n-5|n e A}.
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n
) w {n 1 [ne A}
n+1
9 x={—jnea
3) a) Semua himpunan bagian dari { 0, @} adalah @ , {0}, { @} dan
{0, g}.
b) Semua himpunan bagian dari {a,{b}{a,b}} adalah &, {a}, {{b}},
{{a b}} {a {b}}.{a {a b}}, {{b}, {a b}}dan {a, {b}.{a, b}}.
4) Diketahui A={a, b, c,d,e, f, g, h}.
a) Banyaknya himpunan bagian dari A yang masing-masing
mempunyai dua anggota adalah 28 himpunan.
b) Banyaknya himpunan bagian dari A yang masing-masing
mempunyai tujuh anggota ada 8
c) Banyaknya himpunan bagian dari A yang masing-masing
mempunyai tiga anggota ada 56.
d) Banyaknya himpunan bagian dari A yang masing-masing
mempunyai empat anggota ada 70.
e) Banyaknya himpunan bagian dari A yang masing-masing
mempunyai lima anggota ada 56.
5) Pembuktian:
a) Harus dibuktikan
(i) jika Ac B maka B°cA°, dan
(i) jika B°—A° maka AcB.
Bukti (i).
Diketahui AcB
Jika xeB® maka x ¢ B
Berdasarkan yang diketahui A < B, dan diperoleh x ¢ B, berarti
X ¢ A. Sehingga x ¢ A°. Jadi B c A",
Bukti (ii)
Diketahui B < A°
Jikay € Amakay ¢ A°, dan karena B« A°makay ¢ B® sehingga
y € B.
Jadi A c B.
b) Jika xeA dan karena A n B = @ maka x¢ B sehingga x eB".
Jadi A < B®
c) Jikax €(A - B) maka x €A dan x¢ B. Karena x € A maka

X e(AUB).Jadi A-B c AUB
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6)

7)

W

*

*

Akan dibuktikan bahwa a) A°~B°=B - A

a)

b) jika A c Bmaka A U (B-A)=B
Jika xe(A° — B°) maka x € A° dan x ¢ B° sehingga x € B dan
X ¢ A, yang berartix e(B-A). Jadi A°~B° = B-A ....... (i)
Sebaliknya, jika y (B — A) maka yeB dan ye¢ A sehingga yeA®
dan y ¢ B, yang berarti y € (A° - B).
Jadi, B-A < A°-B°.. : .. (i)
Dari (i) dan (ii) dapat d|5|mpulkan bahwa AC BC B A

b) AuB-A)=A UB, sehab A c B

= B, sebab A — B.

Jika A c B, akan dibuktikan A U C < B u C, untuk setiap himpunan C.
Jika x e(A U C) maka x € A atau x € C. X €A dan karena Ac B maka
xeB.

X

e Bataux eCmakax e (BuC).JadiAuCcBuUC.

Akan dibuktikan bahwa (A -B) U (B - A) = (A uUB) - (AN B).
(A-B)u(B-A)=(AnBYuU((BNA

=(Au (B NAY N (BU(BNAY).

=(AuUB) N (AUAY) N ((B°UB)N (B°U AY).
=(AuB)n (B°U A"

=(AuB)N(BNA)

=(AuB)-(AnB).

RANGKUMAN

Suatu himpunan dapat dinyatakan dengan dua cara, yaitu :
(a) dengan cara daftar (tabulasi)
(b) dengan notasi pembentuk himpunan.
Himpunan A adalah himpunan bagian dari himpunan B (ditulis
A c B) jika dan hanya jika setiap anggota A merupakan anggota B.
Ac B jhj VX, xe A= x e B.
Dua himpunan A dan B dikatakan sama (ditulis A = B) jika dan
hanya jika setiap anggota A merupakan anggota B, dan setiap
anggota B merupakan anggota A pula. Atau

A=B jhj AcB & BcA
Himpunan A ekuivalen dengan himpunan B (ditulis A ~ B) jika ada
korespondensi satu-satu dari A ke B atau sebaliknya.
Dua himpunan yang tidak kosong A dan B dikatakan saling
asing/lepas (ditulis A//B) jika dua himpunan itu tidak mempunyai
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anggota persekutuan, atau setiap anggota A bukan anggota B dan
setiap anggota B bukan anggota A.

* lIrisan dari himpunan A dan himpunan B (ditulis A ~ B) adalah
himpunan semua anggota persekutuan himpunan A dan himpunan
B,atau dengan kata lain, himpunan yang anggota-anggotanya adalah
semua anggota himpunan A yang sekaligus sebagai anggota B.

Atau AN B = {X|x e A&X e B}

*  Gabungan dari himpunan A dan himpunan B (ditulis A w B) adalah
himpunan yang anggotanya semua anggota himpunan A atau
himpunan B.

Atau A UB = {x|xe Av xe B}
*  Sifat distributif: A n (BUC) = (AnB) U (ANnC)
Au(BNC) = (AuB) n (AuUC)

* Misalkan S adalah suatu himpunan semesta maka komplemen dari
himpunan A (ditulis A% adalah himpunan dari semua anggota
himpunan semesta S yang bukan merupakan anggota A.

Atau A° = {x|x € S&x ¢ A}
*  Teorema De Morgan: (A n B)°=A° U BS.
(A UB)f=A°N B

* Himpunan A dikurangi himpunan B (ditulis A — B) adalah
himpunan dari anggota-anggota himpunan A yang bukan merupakan
anggota B.

Atau A-B={x|x e A&Xx ¢ B}

* Misalkan A dan B dua himpunan yang tidak kosong maka
perkalian Cartesius dari A dan B (ditulis A x B) adalah
himpunan semua pasangan berurutan yang pasangan
pertamanya elemen A dan pasangan keduanya elemen B.
AtauAx B = {(xy)|xe A dan ye B}
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g TES FORMATIF 1

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat!

Pilihan: A, jika (1) dan (2) benar,

1)

2)

3)

4)

5)

B, jika (1) dan (3) benar,
C, jika (2) dan (3) benar, atau
D, jika (1), (2) dan (3) semuanya benar.

Jika diketahui bahwa A — B maka pernyataan berikut ini yang benar
adalah ....

(1) A-B=¢@

2 AnB=A

(3) AUB=B

JiknAn B =@ maka ....
(1) AAUB*=0@

2) A-B=A

(3) B° A=A

Pernyataan-pernyataan berikut ini yang benar adalah ....
(1) Jika A=Bdan B=C maka A=C.

(2) Jika A e BdanB € Cmaka A € C.

(3) JikakA=Bdan A € Cmaka B € C.

Pernyataan berikut ini yang tidak benar adalah ....
(1) {a b}={a{ab}}

(2) ae{{ab}, b}

@) {ab} = {{a}.{b}}

Pernyataan-pernyataan berikut ini yang tidak benar adalah ....
1) 2 {7}

) {a}={{a}. b}

@3) a e {n {a}}
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6) Pernyataan-pernyataan berikut ini yang benar adalah ....
(1) Jika AuBc A uUC, maka B < C
(2) JikanA-B=A-C, maka B=C
(3) Jika A < B dan B = C maka AcC

7) Pernyataan-pernyataan berikut ini yang benar adalah ....
(1) Jika B « Cmaka A-CcA-B
(2) Jikan Ac B, mka AnCcBnNnC
(3) JiknkAuB=AuUC, mka B=C

8) Pernyataan-pernyataan berikut ini yang benar adalah ....
(1) JiknA nB=A NC, maka B=C
(2) Jikan A=Bmaka AnC=B nC
(3) JiknkAcBmaka AuCcBuC

9) Jika n(A) = 10 maka banyaknya himpunan bagian dari A yang
memuat ....
(1) 8elemen ada 45
(2) 3elemenada 120
(3) 2 elemen ada 90

10) Himpunan berikut ini yang menyatakan :” Himpunan semua bilangan
bulat kelipatan k, jika k suatu bilangan bulat” adalah ....
(1) {kn | n bilangan bulat}
(2) {x|x=mk, mbilangan bulat}
(3) {x|x=kn,nbilangan bulat}
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Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 1 yang
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawaban yang benar.
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 1.

Jumlah Jawaban yang Benar ..
Jumlah Soal

Tingkat penguasaan =

Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali
80 - 89% = baik
70 - 79% = cukup
<70% = kurang

Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat
meneruskan dengan Kegiatan Belajar 2. Bagus! Jika masih di bawah 80%,
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar 1, terutama bagian yang
belum dikuasai.
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KEGIATAN BELAJAR 2

Himpunan Bilangan Bulat

@ alam kegiatan belajar 2 ini, kita akan membicarakan bilangan bulat dan
sifat-sifatnya yang erat kaitannya dengan penerapannya dalam Struktur
Aljabar. Khusus dalam kegiatan belajar ini, untuk menyingkat penulisan
maka setiap variabel yang ditulis huruf kecil menyatakan suatu bilangan
bulat.

Salah satu asumsi dasar dalam mengembangkan sifat-sifat bilangan bulat
adalah prinsip urutan-baik (well-ordering principle), yaitu : Suatu himpunan
bagian yang tidak kosong dari himpunan bilangan bulat tak negatif selalu
mempunyai elemen terkecil.

Dalam menggunakan simbol, prinsip ini dapat dinyatakan bahwa jika
S # ¢ dan S suatu himpunan bagian dari himpunan bilangan bulat tak
negatif, maka ada suatu elemen s, € S sedemikian hingga s, <s, Vs € S.
Salah satu penerapan dari prinsip ini adalah teorema dasar dalam Teori
Bilangan yang disebut algoritma pembagian yang pembuktiannya
menggunakan prinsip well-ordering. Algoritma pembagian yang sering
digunakan dalam algoritma Euclid, menyatakan bahwa jika suatu bilangan
bulat dibagi oleh bilangan bulat lain maka ada hasil dan ada sisanya. Secara
formal, algoritma pembagian dinyatakan sebagai teorema berikut ini.

Teorema 1.3 : (Algoritma Pembagian).
Jika m dan n dua bilangan bulat dan n > 0 maka ada bilangan-
bilangan bulat g dan r, sedemikian hingga m = gn + r, dengan
0<r<n.

Bukti :

Dibentuk himpunan W = {m - tnt bilangan bulat}. Himpunan W ini
mesti memuat suatu bilangan bulat tak negatif, sebab jika t dibuat cukup
besar dan negatif, maka m - tn > 0. Misalkan V = {v e Wlv > 0}, maka
dengan prinsip well-ordering, V mempunyai elemen terkecil, misalnyar € V,
r >0 dan r = m - gn untuk suatu bilangan bulat g. Bilangan bulat r < n, sebab
jika tidak, yaitu r = m - gn >n, maka m - (g + 1)n > 0. Sehingga m - (q + 1)n
suatu elemen dari V dan m - (g + 1)n < r. Hal ini bertentangan dengan
ketentuan semula bahwa r suatu elemen terkecil dalam V. Dengan demikian
teorema terbukti. [J
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Definisi 1.8:
Jika m, n bilangan-bilangan bulat dan m = 0 maka m membagi
(habis) n (ditulis m \ n) jika dan hanya jika n = km, untuk suatu
bilangan bulat k.

Sebagai contoh, 2|8, (-6) | 24, 5| (-15), (-4) | (-12).
Jika m|n, maka dikatakan bahwa m pembagi atau faktor dari n, dan n adalah
kelipatan dari m. Untuk menyatakan bahwa m tidak membagi n ditulis m | n.

Berikut ini sifat-sifat elementer dari keterbagian.

Teorema 1.4:
Jika m, n bilangan-bilangan bulat dan m = 0, maka
a. m|o,1|ndann|n
b jikam!l,makamzlataum:—l
c jikam!ndann|k,makam|k
d. jikam|ndan k|r, maka mk|nr
e jikam|ndann|m,makam:irn
f jikam|ndanm|k, makam|(un+vk),Vu,VEB.

Bukti :

Bukti tiap bagian dari teorema ini langsung diperoleh dari definisi di
atas. Bagian f. akan dibuktikan di sini dan bagian lainnya diserahkan kepada
Anda sebagai latihan.

f.  m|ndan m|k, makan = am dan k = bm untuk suatu bilangan-bilangan

bulat a dan b. Sehingga un = uam dan vk = vbm. Jadi, (un + vk) = (ua +

vb) m yang berarti m | (un + vk). O

Kita telah mengetahui bahwa semua faktor bulat positif dari 30 adalah
1,2,3,5,6, 10, 15, dan 30.
Sedangkan semua faktor bulat positif dari 45 adalah
1,3,5,9, 15 dan 45.
Maka faktor-faktor persekutuan (pembagi-pembagi bersama) dari 30 dan 45
adalah
1,3,5,dan 15
Dan faktor persekutuan terbesar dari 30 dan 45 adalah 15.
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Secara umum, pengertian tentang faktor persekutuan dari dua bilangan bulat
dituliskan sebagai definisi berikut ini.

Definisi 1.9 :
Jika a dan b adalah bilangan-bilangan bulat maka bilangan bulat d
disebut faktor persekutuan dari a dan b jika dan hanya jika d | a dan
dlb.

Karena 1 adalah pembagi (faktor) dari setiap bilangan bulat maka 1
adalah faktor persekutuan dari a dan b. Jadi himpunan faktor persekutuan dari
a dan b tidak pernah kosong.

Setiap bilangan bulat, kecuali nol selalu membagi nol sehingga jika a =
b = 0 maka setiap bilangan bulat merupakan faktor persekutuan dari a dan b.
Dalam hal ini, himpunan semua faktor persekutuan bulat positif dari a dan b
merupakan himpunan tak hingga.

Apabila sekurang-kurangnya satu dari a dan b tidak sama dengan nol
maka himpunan semua faktor persekutuan bulat positif dari a dan b
merupakan himpunan berhingga. Sehingga mesti ada anggota dari himpunan
tersebut yang terbesar dan disebut Faktor Persekutuan terBesar (FPB) dari a
dan b. Secara formal, hal tersebut dinyatakan sebagai definisi berikut ini.

Definisi 1.10:
Jika a dan b bilangan-bilangan bulat yang sekurang-kurangnya satu
di antaranya tidak sama dengan nol maka Faktor Persekutuan
terBesar (FPB) dari a dan b ditulis “(a, b)” adalah suatu bilangan
bulat positif d yang memenuhi
(i) d|a dand|b, serta
(if) jika e|a dane|bmaka e<d.

Dari definisi tersebut dapat dimengerti bahwa jika (a, b) =d maka d > 1.
Dan apabila ada faktor persekutuan lain, misalnya e maka e < d dan e|d.

Contoh 1.10:

Faktor bulat positif dari —12 adalah 1, 2, 3, 4, 6, 12.

Faktor bulat positif dari 30 adalah 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30.

Maka faktor persekutuan yang positif dari —12 dan 30 adalah 1, 2, 3, 6.
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Jadi faktor persekutuan terbesar dari —12 dan 30 adalah 6, atau dapat ditulis
secara singkat sebagai (-12, 30) = 6.

Selanjutnya dengan mudah dapat ditunjukkan bahwa (-5,5)=5; (8, 15) =
1;(8,-36)=4; (-6,-42) =6.

Perhatikan bahwa (30, 105) = 15 dan (30:15, 105:15) = (2, 7) = 1.
Apabila (a, b)=d, apakah (a:d,b:d)=1?

Misalkan (a:d,b:d)=cmaka c>1 dan c|(a:d) dan c|(b:d).
c | (a:d) maka ada bilangan bulat m sehingga a:d=mc atau a= mcd.
c| (b :d) maka ada bilangan bulat n sehingga b:d=nc atau b =ncd.
Karenaa=mcd dan b = ncd maka cd adalah faktor persekutuan dari a dan
b. Karena (a, b) =d, makacd < d, yaitu ¢c <1, sebab d suatu bilangan bulat
positif. Karenac >1dan ¢ <1makac=1.

Uraian tersebut merupakan bukti dari teorema berikut ini.

Teorema 1.5:
Jika(a,b)=dmaka(a:d,b:d) =1.

Apabila (a, b) = ¢ maka ¢ dapat dinyatakan sebagai kombinasi linier
dari a dan b, misalnya (24,9)=3dan3=3-9 + (-1) -24=(-5)9+2
- 24,

Hal ini dinyatakan sebagai teorema berikut ini.

Teorema 1.6:
Jika a dan b bilangan-bilangan bulat yang tidak nol maka FPB dari a
dan b selalu ada dan tunggal serta jika (a, b) = ¢ maka ada bilangan-
bilangan bulat m, dan n, sedemikian hingga ¢ = mya + n,b.

Bukti :

Karena a dan b keduanya tidak nol maka himpunan A = {ma +
nb| m,neB} memuat bilangan bulat yang tidak nol. Apabilax <0danx € A
maka -x € A dan -x > 0, sebab jika x = m; a + n; b maka -x = (-my) a +
(-ny) b juga dalam A. Jadi, A memuat bilangan bulat positif sehingga
menurut prinsip well-ordering, A memuat bilangan bulat positif terkecil,
misalnya ¢ € A. Karena c € A maka ¢ = mya + n,b untuk suatu m,, n, € B.
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Kita tunjukkan bahwa c¢ = (a, b). Misalkan d la dan d|b, maka
dl (moa+nyb). Sehingga d |c. Selanjutnya dengan algoritma pembagian,
a=qc+rdengan 0 <r<c, yaitur € A. Tetapi karena 0 <r <c, danc adalah
bilangan bulat positif terkecil dalam A maka r = 0. Sehingga a = qc atau ¢ |a.
Dengan jalan yang sama, maka c|b. Sesuai dengan definisi 1.10, maka
c=(a b).

Selanjutnya ditunjukkan ketunggalan c¢. Misal ada t = (a,b), akan
dibuktikant = c.
(i) t=(ab), makat>0,tladant |b. Sementara itu ¢ = (a,b) sehinggat<c.
(i) ¢ = (a,b), maka ¢ > 0, cla dan c|b. Sementara itu t = (a,b) sehingga

c<t
Dari (i) dan (ii) dapat disimpulkan bahwat = c.
Jadi, (a, b) = c adalah tunggal. [

Apabila (a, b) = 1, dikatakan bahwa a prima relatif terhadap b atau a dan
b saling prima. Perhatikan bahwa jika a dan b saling prima, maka a dan b
tidak perlu prima, misalnya (9, 14) = 1. Sebagai akibat dari teorema 1.6
adalah teorema berikut ini.

Teorema 1.7:
Jika a dan b bilangan-bilangan, maka (a, b) = 1 jika dan hanya jika
ada bilangan-bilangan bulat m dan n sedemikian hingga
ma+nb = 1.

Bukti :

Sesuai teorema 1.6, jika (a, b) = 1 maka ada bilangan-bilangan bulat m
dan n sedemikian hinggama+nb=1.
Sebaliknya ditunjukkan bahwa jika ma + nb = 1 untuk suatu bilangan-
bilangan bulat m dan n maka (a, b) = 1. Misalkan (a, b) = d, maka d |a dan
dlb sehingga d | (ma + nb) atau d |1.Jadi, d= 1.0
Konsekuensi dari teorema 1.7 adalah teorema berikut ini.

Teorema 1.8:
Jika a| bc dan (a, b) =1 maka a |c.
Bukti :
Karena (a, b) = 1 maka ada bilangan-bilangan bulat m dan n sedemikian
hingga ma + nb = 1 sehingga mac + nbc = c. Karena a|bc maka a|nbc.
Jelas bahwa a | mac sehingga a | (mac + nbc), yaitu a lc. 0]
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Sebagai akibat dari teorema 1.8 tersebut adalah pernyataan berikut ini.
Akibat 1.8: Jika (a, b) =1 dan (a, ¢) = 1 maka (a, bc) = 1.

Bukti :

Karena (a, b) = 1, maka ada bilangan bulat m dan n sedemikian hingga
ma+nb =1, sehingga (mac + nbc) = c. Misalkan (a, bc) =d maka d | a dan
d | bc sehingga d | (mac + nbc) atau d |c. Oleh karena d | a, d | c dan (@, c)=1
makad =1.Jadi (a,bc)=1.0

Definisi 1.11 :
Kelipatan Persekutuan terKecil (KPK) dari dua bilangan bulat tidak
nol a dan b adalah suatu bilangan bulat positif d (ditulis [a, b] = d),
apabila memenuhi :
(i) alddanbid
(i) jika ajc dan bjc makad |c.
Dari definisi ini dapat dimengerti, jika [a, b] = d maka d > 1, dan jika ¢ suatu
faktor persekutuan dari a dan b maka d | c.
Di atas telah disebutkan kata “prima”, berikut ini suatu definisi bilangan
prima.

Definisi 1.12 :
Bilangan bulat positif p disebut bilangan prima atau disingkat
prima, apabila untuk sebarang bilangan bulat a berlaku p |a atau

(a,p)=1

Definisi ini sama saja dengan definisi yang telah biasa kita kenal, yaitu
bilangan bulat positif p disebut bilangan prima, apabila p tidak mempunyai
faktor bulat, kecuali 1 dan p. Sebagai hasil lain dari teorema 1.8 adalah
teorema berikut ini.

Teorema 1.9:
Jika p suatu bilangan prima dan p|a1 a, az ... a;, maka p|ai untuk
suatu i dengan 1<i<n.
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Bukti :

Menurut definisi 1.12, karena p prima maka p | a; atau (p, &) = 1, untuk
setiap i € {1, 2, ..., n}. Jika p!ai untuk suatu i € {1, 2, 3, ..., n}, maka
teorema terbukti. Jika (p, &) =1 maka pfa, Vi € {1, 2, ..., n } sehingga

plaia,...a, Halinibertentangan dengan ketentuan. []

Bilangan prima mempunyai peranan yang sangat khusus dalam
himpunan bilangan asli. Setiap bilangan asli adalah suatu bilangan prima atau
sebagai hasilkali dari bilangan-bilangan prima. Apabila suatu bilangan asli
dapat dinyatakan sebagai perkalian bilangan-bilangan prima, maka bentuk
perkalian tersebut tunggal, kecuali urutan faktor-faktornya saja. Ini semua
pembaca dapat mempelajarinya dalam Teori Bilangan.

Perhatikan suatu bilangan bulat positif, misalnya 210 maka 210 dapat
diuraikan atas faktor-faktor prima, yaitu :
210=2.3.5. 7 atau
210=3.7.2.5atau
210=7. 3. 5. 2 atau lainnya
Perbedaan penguraian dari 210 atas faktor-faktor prima tersebut hanya
berbeda pada urutan faktor-faktornya saja. Hal ini merupakan suatu contoh
bahwa suatu bilangan bulat positif yang lebih besar dari 1 dapat dinyatakan
sebagai perkalian bilangan-bilangan prima tertentu. Bentuk perkalian
bilangan-bilangan prima itu adalah tunggal, kecuali urutan dari bilangan-
bilangan prima tersebut. Hal ini sering disebut dengan Teorema Faktorisasi
Tunggal. Teorema-teorema berikut merupakan persiapan untuk membuktikan
teorema faktorisasi tunggal.

Teorema 1.10:
Setiap bilangan bulat positif yang lebih besar dari 1 dapat dibagi oleh
suatu bilangan prima.

Bukti :

Ambil sebarang bilangan bulat positif n > 1. Apabila n suatu bilangan
prima maka n | n, berarti teorema telah terbukti.

Apabila n suatu bilangan komposit maka n mempunyai faktor bulat
positif selain 1 dan n sendiri, misalnya d, yaitu d; | n. Sehingga ada bilangan
bulat positif n; sedemikian hingga

n =d;n; dengan 1< n;<n.
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Jika n, suatu bilangan prima maka n,| n sehingga teorema terbukti. Tetapi jika
n; suatu bilangan komposit maka n; mempunyai faktor bulat positif selain
1 dan n;, misalnya d,, yaitu d, | n;. Sehingga ada bilangan bulat positif n,
sedemikian hingga
n; =d,n, dengan 1 < n,<nj.
Jika n, suatu bilangan prima maka n, | n,. Dan karena n,|n, maka n,|n.
Jadi n terbagi oleh bilangan prima n,, berarti teorema terbukti. Tetapi jika n,
suatu bilangan komposit maka n, mempunyai faktor bulat positif selain 1
dan n,, misalnya ds, yaitu ds I n,. Ini berarti ada bilangan bulat positif n;
sedemikian hingga
n, = dsn; dengan 1 < nz<n,.
Jika n suatu bilangan prima maka ns | n,. Karena n, | n maka ns|n. Jadi n
terbagi oleh bilangan prima ng, berarti teorema terbukti. Tetapi jika nz suatu
bilangan komposit maka proses seperti di atas dapat dilanjutkan sedemikian
hingga diperoleh suatu barisan :
N, Ny, Ny Ng,...dengan n > ng>n, > n3>...>1
Penguraian atas faktor-faktor komposit ini tentu berakhir pada suatu faktor
prima, karena faktor-faktor tersebut selalu lebih kecil dari bilangan yang
difaktorkan dan selalu lebih besar dari 1. Misalkan pemfaktoran tersebut
berakhir pada faktor prima ny maka :
N N, Nkt N, N2l Ny, ... dan ngln sehingga niln. o

Memperhatikan teorema di atas, suatu bilangan bulat positif yang lebih
besar 1 selalu terbagi oleh suatu bilangan prima maka hasilbaginyapun akan
terbagi oleh suatu bilangan prima pula. Dan hasil bagi berikutnyapun
demikian pula. Sehingga suatu bilangan bulat positif yang lebih besar dari 1
dapat dinyatakan sebagai hasil bagi dari bilangan-bilangan prima tertentu.
Hal ini dinyatakan sebagai teorema berikut ini.

Teorema 1.11:
Setiap bilangan bulat positif yang lebih besar dari 1 adalah suatu
bilangan prima atau bilangan itu dapat dinyatakan sebagai perkalian
bilangan-bilangan prima.
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Bukti :

Ambil sebarang bilangan bulat positif n > 1. Menurut teorema 1.10 maka
ada suatu bilangan prima p; sedemikian hingga p; | n. Sehingga ada suatu
bilangan positif n; sehingga

n=p;n; dengan 1< ny<n.

Jika n;=1 maka n = p; sehingga n suatu bilangan prima. Tetapi jika
n; > 1 maka menurut Teorema 1.10 lagi, ada suatu bilangan prima p,
sedemikian hingga p,|n,. Sehingga ada suatu bilangan bulat positif n,
sehingga
Ny = p,ny,dengan 1< n,<ny.

Jika n, = 1 maka n; = p, sehingga n = p;p,. Berarti teorema terbukti.
Tetapi jika n, > 1, maka ada suatu bilangan prima ps; sedemikian hingga
psl N, sehingga ada suatu bilangan bulat positif n; sehingga

n, = psnz dengan 1< ns<n,.

Jika n3=1 maka n, = p3 sehingga n = p;p,ps. Berarti teorema terbukti.
Tetapi jika ns > 1, maka proses seperti di atas dapat dilanjutkan sehingga
akan berakhir pada ny = 1, maka diperoleh n = pyp,ps . . . px, Yaitu bilangan
bulat positif n > 1 dapat dinyatakan sebagai perkalian bilangan prima. [J

Suatu bilangan bulat positif yang lebih besar dari 1 dapat dinyatakan
sebagai perkalian bilangan-bilangan prima. Mungkin saja di antara faktor-
faktor prima tersebut ada yang sama, maka faktor-faktor yang sama dapat
ditulis sebagai bilangan berpangkat.

Contoh 1.11:

5544 =2.2.2.3.3.7.11 dapat ditulis 5544 = 2°, 3%, 7. 11

Hal ini secara umum, jika n suatu bilangan bulat positif yang lebih besar
dari 1 dapat dinyatakan sebagai

(1) n=p;pyp3RY

dengan py Pz, Ps.. - -, Pk adalah faktor-faktor prima dari ndana; a as,. . . , &
adalah eksponen-eksponen bulat tak negatif.

Selanjutnya (1) disebut representasi dari n sebagai perkalian bilangan-
bilangan prima atau sering pula disebut bentuk kanonik dari n.
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Teorema 1.11 tersebut sangat memudahkan untuk menentukan FPB dan
KPK dari dua bilangan bulat atau lebih, yaitu dengan menyatakan masing-
masing bilangan bulat itu dalam bentuk kanoniknya. Tetapi sebelum itu, kita
perlu mengenal lebih dulu notasi-notasi berikut ini.

"min(a, b)" menyatakan nilai minimum dari a dan b.
"maks(a, b)" menyatakan nilai maksimum dari a dan b.
Misalnya : min (7,5) =5, maks (8,3)=8
min (5,0,3) =0, maks(7,4,5,0)=7
Misalkan m, n dan t adalah bilangan-bilangan bulat positif yang lebih besar
dari 1 yang bentuk-bentuk kanoniknya berturut-turut sebagai berikut :
m=pipypE by
n=pp2py....px
t=pipgps by
maka FPB dan KPK dari m, n dan t, berturut-turut adalah
(m,n,t)=ppypg --py dengan d; = min (a;, b;, ¢)) untuk i = 1, 2,
3, ...,k
[m,n,t] = pip5 p3 ...y dengan e; = maks (a;, by, ¢;) untuk i =1, 2, 3,
sk

Contoh 1.12
Tentukan FPB dan KPK dari 198, 216 dan 252
Penyelesaian : Apabila tiga bilangan tersebut diuraikan atas faktor-faktor
prima maka diperoleh:

198 = 2.32.11
216 = 28 3°
252 = 22327

Uraian atas faktor-faktor prima tersebut dapat ditulis sebagai berikut :
198 = 2.3% 7°.11

216 = 2°.3%.7°.11°
252 = 22.32.7.11°
(198, 216, 252) — 2min(1,3,2)3min(2,3,2)7min(0,0,1)11min(1,0.0)
=23 7%11°
=18
[198, 216, 252] — 2maks(1.3,2)3maks(2,3,2)7maks(0.0,1)llmaks(l,0,0)
=2°.3. 7" 11!

=16.632
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Telah dibicarakan bahwa setiap bilangan bulat positif yang lebih besar
dari 1 terbagi oleh suatu bilangan prima sehingga setiap bilangan bulat
positif yang lebih besar dari 1 adalah suatu bilangan prima atau bilangan itu
dapat dinyatakan sebagai perkalian dari bilangan-bilangan prima tertentu.
Selanjutnya akan dipelajari bahwa pemfaktoran suatu bilangan bulat positif
atas faktor-faktor prima adalah tunggal sehingga kita mengenalnya sebagai
faktorisasi tunggal. Tetapi sebelum membicarakan faktorisasi tunggal, Kkita
akan mempelajari beberapa teorema sebagai persiapan untuk mempelajari
faktorisasi tunggal.

Teorema 1.12:
Jika p suatu bilangan primadan p|ab makap|a ataup|b

Bukti :

Karena p suatu bilangan prima maka untuk sebarang bilangan bulat a
berlaku (a, p) =1 atau (a, p) = p. Jika (a, p) =1 dan p | ab, maka berdasarkan
teorema 1.8, p |b, dan jika (a, p) =p, maka p | a. Jadi terbukti bahwa pla
atau p | b.0J

Jika pada Teorema 1.12 diambil kasus bahwa p, g dan r masing-masing
bilangan prima dan p | qr, maka p | qataup |r, yaitu p=qataup =r. Karena
p, g dan r masing-masing bilangan prima, kasus tersebut dapat diperluas
sebagai berikut :

Jika p, 01, 02, O3, - - -, G, Semuanya bilangan prima dan p | q10203- - -On
maka

p = gx untuk suatu k dengan 1< k<n.
Selanjutnya kita akan membuktikan ketunggalan dari faktorisasi prima
dari suatu bilangan bulat positif. Teorema ini sering disebut faktorisasi
tunggal yang merupakan teorema dasar dalam aritmetika.

Teorema 1.13:
Pemfaktoran suatu bilangan bulat positif yang lebih besar dari 1 atas
faktor-faktor prima adalah tunggal, kecuali urutan dari faktor-
faktornya.
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Bukti :

Pada Teorema 1.11 kita telah membuktikan bahwa setiap bilangan bulat
positif yang lebih besar dari 1 adalah suatu bilangan prima atau bilangan itu
dapat dinyatakan sebagai perkalian dari bilangan-bilangan prima tertentu.
Sekarang kita akan membuktikan bahwa faktor-faktor prima tersebut adalah
tunggal.

Ambil sebarang bilangan bulat positif n > 1.

Jika n suatu bilangan prima maka n adalah faktornya sendiri.
Jika n suatu bilangan komposit dan diandaikan bahwa pemfaktoran n atas
faktor-faktor prima adalah tidak tunggal, misalnya :

n=ppz...pedann = g1 q; ...q;
dengan p; dan g; adalah bilangan-bilangan prima untuk i = 1,2,3, ..., t dan
j=1,23, .., rserta pi>p,>ps>...>2p;danq; > > gz >...> ¢, dengan
t<r.
Karena n=p;p,...p; maka p.|n sehingga pl\qlqzqg...qr.
Dan selanjutnya menurut perluasan teorema 1.9 maka p; | Ok untuk suatu k
dengan 1<k <r. Dan mengingat g, >Q,>(3>...>(, maka p;<0Q;.
Karena n = Q;(,...qr maka q1|n sehingga q1|p1 P2 ...pt
Dan menurut perluasan teorema 1.9 maka q1|pm untuk suatu m dengan
1 <m <t Dan mengingat p;> py > ps>...> py maka gy < p;.
Karena p; < q; dan g; < p; maka p; = g sehingga dari pemisalan n di atas Kita
memperoleh bahwa : p; ...p; = Q203...q;-

Jika proses seperti di atas diteruskan, maka kita akan memperoleh
bahwa:

p2= 0, sehingga ps Pa...pt = G3d- - -qr-

P3= 03 sehingga p4 Ps...pt = als. . .qr-

dan seterusnya.

Apabila t = r maka proses tersebut akan berakhir pada p; = g, dan teorema
terbukti. Tetapi apabila t <r maka akan diperoleh bahwa:

1 = Q10203 - -

Hal ini mustahil, karena Qi10w20w+3...q- adalah bilangan-bilangan prima

maka haruslah t =r sehingga
P1=01, P2= 02, P3= 03, ..., Pt = Qr.

Ini berarti bahwa bilangan bulat positif n tersebut hanya dapat

dinyatakan sebagai hasil kali faktor-faktor primanya secara tunggal. []
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Pembuktian yang lebih singkat dari teorema faktorisasi tunggal tersebut
menggunakan induksi matematika. Coba lakukan pembuktian dengan induksi
matematika ini dengan memperhatikan petunjuk berikut.

Apakah teorema benar untuk n = 2?

Sebagai hipotesis, misalkan teorema benar untuk suatu bilangan bulat
positif n < k dan harus ditunjukkan bahwa teorema benar untuk n = k + 1.

Misalkan k + 1 = p; p, ...pt = 0h10.0s...q, dengan p; dan g; adalah
bilangan-bilangan prima ... dan seterusnya seperti bagian pembuktian di atas
sehingga diperoleh p; = g; dan p ...pt = 020s...q, Bilangan ini lebih kecil
atau sama dengan k, mengingat hipotesis maka teorema benar untuk
n =k + 1. Dengan demikian terbuktilah teorema tersebut.

Di muka telah dibuktikan suatu teorema tentang algoritma pembagian,
yaitu : Jika m dan n dua bilangan bulat dan n > 0, maka ada bilangan-
bilangan bulat g dan r, sedemikian hingga m = gn + r, dengan
0<r<n.

Sebagai ilustrasi, jika a=21dan b=75maka q=3 dan r=12, yaitu:
75=3.21+12

Di sini tampak bahwa (75, 21) = (21, 12) = 3.

Apakah benar, apabila b =aq +r maka (b,a) =(a,r) ?

Misalkan (b,a) = d dan (a, r) = ¢ maka kita akan menunjukkan bahwa
¢ =d. Karena (b,a) =d, maka d | bdan d | a, dan karena b =aq +r makad |r.
Dari d|adan d|r, maka d adalah faktor persekutuan dari a danr.
Tetapi karena (a,r) =cmaka d < c.
Selanjutnya, karena (a, r) = ¢, maka c |adan c|rdan karenab =aq +r
maka ¢ | b. Dari ¢ | a dan c | b, maka ¢ adalah faktor persekutuan dari
adan b.
Tetapi karena (a, b) =d, makad > c.
Darid < cdan d > ¢, makac = d, yaitu (b,a) = (a, r).

Uraian tersebut merupakan bukti dari teorema berikut ini:

Teorema 1.14:
Jika b =ag +r maka (b,a) = (a, r).

Misalkan a|c dan b |c, dapatkah kita menyimpulkan bahwa ab | c.
Diambil contoh sebagai berikut : 8 |24 dan 624, maka tidak benar bahwa
8.6 | 24. Tetapi apabila diberi tambahan ketentuan bahwa (a, b) = 1, maka kita
dapat menyimpulkan bahwa ab | ¢. Hal itu ditunjukkan sebagai berikut:
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Karena (a, b) = 1, menurut teorema 1.7, maka ada bilangan-bilangan bulat
x dan y sedemikian hingga :

ax + by = 1
Jika kedua ruas dikalikan ¢, maka diperoleh persamaan :
ACX + DCY = C iviiiiiiii €8

Karena a|c dan b | c maka ada bilangan-bilangan bulat r dan t sedemikian
hingga ¢ = ar dan ¢ = bt. Sehingga persamaan (1) menjadi:
abtx + abry = ¢
ab(tx +ry) = ¢
Ini berarti bahwa ab | c.
Uraian tentang akibat dari teorema tersebut dinyatakan sebagai berikut :

Akibat: Jika a|c dan b|cdengan (a, b)=1maka ab|c.

g\\%‘_j LATIHAN
=

Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di atas,
kerjakanlah latihan berikut!

1) Apabila (a, b) = d, buktikan bahwa d | (ax + by) untuk setiap bilangan-
bilangan bulat x dan y!

2) Hasil kali n bilangan bulat berurutan selalu terbagi habis oleh n.
Buktikanlah!

3) Buktikanlah bahwa 6 | (a® — a) untuk setiap bilangan bulat a!

4) Tunjukkan bahwa pernyataan berikut tidak benar
(M Jikaa|bc, maka alb atau alc.
(i) Jika al(b+c), maka a|b atau alc.
(iii)Jika alc dan b|c, maka ab|c.

5) Jika a dan b bilangan-bilangan gasal, tunjukkan bahwa 8 | (a® - bA)!

6) Jika a|bdan a> 0, buktikan bahwa (a, b) =a!

7) Buktikan bahwa ((a, b), b) = (a, b)!

8) Jika (a, b)=1 dan c|a, buktikan bahwa (c, b) =1!

9) Buktikan bahwa (a+b, a) =(a, b)!

10) Buktikan bahwa setiap faktor persekutuan dari dua bilangan bulat
merupakan faktor dari FPB dua bilangan bulat tersebut!

11) Jika n suatu bilangan bulat positif, buktikan bahwa (a, a + n) | n, untuk
setiap bilangan bulat a!
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12) Jika (a, b) =1 dan (a, ¢) = 1, buktikan bahwa (a, bc) = 1!
13) Jika (a, b) =1, buktikan bahwa (ac, b) = (c, b)!
14) Jika(a,b) =1 danc ! (a + b), buktikan bahwa (a, ¢) = (b, ¢) = 1!

Petunjuk Jawaban Latihan

Apabila Anda menemui kesulitan dalam meyelesaikan soal-soal latihan,

Anda dapat mengikuti petunjuk jawaban berikut ini !

1) Karena (a,b)=d, maka d|adan d|b.

Karena d | a, maka d | ax untuk setiap bilangan bulat x.
Karena d|b, maka d | by untuk setiap bilangan bulat y.
Dari d|ax dan d| bu, maka d| ax + by.
2) Dibuktikan dengan induksi matematik.
Jikan=1,maka 1|1 benar.
Diasumsikan untuk n = k benar, yaitu hasil kali k bilangan bulat
berurutan terbagi oleh k, maka harus ditunjukkan benar n = k + 1, yaitu
hasil kali (k + 1) bilangan bulat berurutan terbagi oleh k + 1.

3) a®— a = (a- 1)a@ + 1). Ini adalah hasil kali tiga bilangan bulat
berurutan, maka di antaranya ada yang kelipatan 2 dan ada yang
kelipatan 3. Sehingga hasil kali tiga bilangan bulat berurutan itu terbagi
oleh 6.

4) Ketiga pernyataan tersebut salah, cukup ditunjukkan masing-masing
sebuah contoh.

(i) Jika 6]2.3 maka 6|2 atau 6|3 (SALAH)
(if) Jika 6] (2 +10) maka 6|2 atau 6|10 (SALAH)
(iii)Jika 6|12 dan 3 |12 maka 18|12 (SALAH)
5) Misalkan a = 2k +1 dan b = (2k + 1) + 2t dengan k dan t bilangan-
bilangan bulat.
a’—b?= (2k + 1) - {(2k + 1) + 2t}
= - 417 - 412k + 1)
= -4t (t+2k +1).
Ruas ke dua dari kesamaan terakhir ini, jika t suatu bilangan genap maka
a’ — b? terbagi oleh 8. Jika t suatu bilangan gasal maka (t + 2k + 1) suatu
bilangan genap sehingga a’— b’ terbagi oleh 8.

6) Misalkan (a, b) =d maka d|a dand|b.

Diketahui bahwa a | b dan a | a maka a adalah faktor persekutuan dari a
dan b, tetapi karena (a, b) =d maka a| d.
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7)

8)

9)

10)

11)

12)

Selanjutnya, karena d |adana|d sertaa>0 maka a=d.
Jadi (a, b) =a.
Misalkan (a, b) = d, maka kita harus menunjukkan bahwa (d, b) = d.
Selanjutnya seperti nomor 6.
Karena (a, b) = 1, maka ada bilangan-bilangan bulat x dan y sedemikian
hingga
ax + by =1.
Diketahui pula bahwa c | a, maka ada bilangan bulat k sedemikian
hingga a = ck. Sehingga diperoleh
ckx +by =1,
Ini berarti bahwa (c, b) =1.
Misalkan (a, b) =d maka d|a dan d| b sehingga diperoleh d| a+b.
Dan karena d | b, maka d merupakan faktor persekutuan dari a + b
dan b.
Jika (a+b,b)=tmaka d<t.
Karena (a+b,b)=tmaka t| a+b dan t|b sehingga t| a.
Dari t| a dan t| b maka t merupakan faktor persekutuan dari a dan
b.
Tetapi, karena (a, b) =d maka t<d.
Selanjutnya, karena d <t dan t<d maka t=d.
Jadi (a+b,b) = (a,b).
Misalkan dua bilangan bulat itu a dan b dengan (a, b) =d.
Misalkan pula m adalah suatu faktor persekutuan dari a dan b maka kita
harus membuktikan bahwa m | d.
Karena (a, b) = d maka ada bilangan-bilangan bulat x dan y sedemikian
hingga
ax + by =d.
Karena m adalah faktor persekutuan dari a dan b maka m |adan m | b,
sehingga m|ax dan m|by. Akibatnya m|ax +by atau m| d.
Misalkan (a,a+n)=d, maka d|a dan d|a+n sehinggad |n.
Jadi (a,a+n)| n.
Mengapa disyaratkan bahwa n harus positif ?
Karena (a, b) = 1, maka ada bilangan-bilangan bulat x dan y sehingga
ax +by=1. Karena (a, ¢) =1, maka ada bilangan-bilangan bulat m dan
n sehingga am + cn = 1. Jika ruas-ruas dari dua persamaan ini dikalikan
maka diperoleh
a (amx + cnx + bmy) + bc (ny) =1
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Dari persamaan terakhir ini dapat disimpulkan bahwa (a, bc) = 1.

13) Karena (a, b) = 1, maka ada bilangan-bilangan bulat x dan y sehingga
ax + by = 1. Misalkan (ac, b) =d, maka d|ac dand | b, berarti d | acx
dan d| bcy. Dan karena acx + bcy = ¢, maka d | c. Karena d | ¢ dan
d| b, maka d merupakan faktor persekutuan dari ¢ dan b.

Apabila dimisalkan (c, b) =t,maka d <t dan t|c juga t|b.

Dari t | ¢ maka t | ac dan karena t | b maka t merupakan faktor
persekutuan dari ac dan b.

Tetapi karena (ac,b) =d maka t<d.

Selanjutnya dari d <t dan t<d, maka d=t, berarti (ac, b) =(c, b).

14) Jika (a, b) =1 danc | (a + b) buktikan bahwa (a, ¢) = (b, ¢) = 1
Misalkan (a, c) =m, maka m>1danjuga m|a danm]|c.

Sementara ¢ | (a + b), makam | (a + b).

Jika m|amakam| (-a)

m| (-a) dan m | (a + b), berdasarkan teorema 1.4.f, m | (— a) + (a + b) atau
m|b.

Dari mja dan mj|b, maka m merupakan faktor persekutuan dari a dan b.
Tetapi karena (a, b) =1, maka m<1.

Dari m<1 dan m<1,maka m=1.

Dengan cara yang mirip ini dapat ditunjukkan bahwa (b, c) = 1.

_
=<§ RANGKUMAN
=

1) Bilangan-bilangan bulat a membagi b (diberi simbol a | b)), jika
ada suatu bilangan bulat k sedemikian hingga b = ka.
2) Sifat-sifat dari keterbagian:
Jika m, n bilangan-bilangan bulat dan m = 0 maka:
a) m|0,1|ndann]|n.
b) Jikam |1 maka m =1ataum=-1.
c) Jikam|ndan n|kmaka m|k.
d) Jikam|ndank|r maka mk|nr.
e) Jikam|ndann|mmakam=+n.
f) Jikam|ndanm |k maka m| (un + vk), Vu, veB.
3) d adalah faktor persekutuan dari a dan b jika dan hanya jika d | a
dand|b.
4) Faktor persekutuan terBesar (FPB) dari a dan b ditulis “(a, b)”
adalah suatu bilangan bulat positif d yang memenuhi.
(i) d|la dand|b, serta.

1)

|
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(i) jika e|a dane|bmaka e <d.

5) Jika(a,b)=dmaka (a:d,b:d)=1

6. Jika (a, b) = 1 maka dikatakan bahwa a dan b saling prima atau a
relatif prima terhadap b.

7) Jika a dan b bilangan-bilangan bulat dengan b > 0 maka ada
pasangan bilangan-bilangan bulat q dan r sedemikian hingga
a=hgq+rdengan 0<r<b

8) Jika b=aq+rmaka (b,a)=(a,r).

9) Jika (a, b) = d maka ada bilangan-bilangan bulat x dan y sedemikian
hingga ax + by =d.

10) (a, b) = 1 jika dan hanya jika ax + by = 1 untuk suatu bilangan-
bilangan bulat x dan y.

11) Jika d|abdan(d,a)=1makad|b.

12) Jikaa|cdan b|cdengan (a, b) =1 maka ab |c.

13) Setiap bilangan bulat positif yang lebih besar dari 1 adalah suatu
bilangan prima atau bilangan itu dapat dinyatakan sebagai perkalian
bilangan-bilangan prima.

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat!

linlah: A, jika (1) dan (2) benar
B, jika (1) dan (3) benar
C, jika (2) dan (3) benar, dan
D, jika (1), (2) dan (3) semua benar.

Yang dimaksud a | b adalah ....

(1) a membagi b.

(2) b kelipatan dari a

(3) b =ma, untuk suatu bilangan bulat m.

Apabila a|bmaka....

(1) ka| kb, untuk sebarang bilangan bulat k
(2) a|kb, untuk setiap bilangan bulat k

(3) ka|b, untuk setiap bilangan bulat k.
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3) Apabilaa|bmaka....
(1) a|b’®
(2) a*|b?
(3) a’|b?

4) Apabila a|bdan a]c maka ....
(1) alb+3c
() alb+c®
(3) a|b*—c.

5) Apabilaa|b dan a|cmaka....
(1) a®|bc
(2) 2a|b+c
(3) a®|b’—c

6) Apabila (a, b) =d dan m suatu faktor persekutuan dari a dan b maka ....
(1) d=m
(2) m|d.
(3) m<d

7) Apabila[a, b] =d maka ....
1) ald
(2 (ab)|d
@) bld

8) Jika[a, b] =ab maka ....
(1) (ab)=1
(2) a=b
(3) arelatif prima dengan b.

9) Jika p suatu bilangan prima dan a sebarang bilangan asli maka ....
(1) (p,a)=1lataup]|a.
(2) adan psaling prima atau (a, p) = p
(3) jikap|a?makap |a.
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10) Jika diketahui 15a + 8 b = 10, dengan a dan b bilangan-bilangan
bulat maka ....
(1) 5|8b
(2) 2]15a
(3) 5|15a+8b

Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 2 yang
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawaban yang benar.
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 2.

Jumlah Jawaban yang Benar
Jumlah Soal

Tingkat penguasaan = x 100%

Aurti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali
80 - 89% = baik
70 - 79% = cukup
<70% = kurang

Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat
meneruskan dengan modul selanjutnya. Bagus! Jika masih di bawah 80%,
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar 2, terutama bagian yang
belum dikuasai.
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Kunci Jawaban Tes Formatif

Tes Formatif 1

1) D.
2) C.
3) B.
4) D.
5) C.
6) B.
7 A
8 C.
9 A
10) D.

KarenaAcB,makaA-B=0g,AnB=Adan AUB=B.
KarenanANB=@, maka A°UB°=S,A-B=A B°~nA=A
Jika A € Bdan B e C, maka A e C, adalah suatu pernyataan
yang salah. Ambil misalnya, B = {A, D} dan C = { E, {A, D}}
maka A ¢ C.

Yang benar adalah {a, b} € {a,{a,b}}, be {{a,b}, b} dan {{a}}
{{a}.{b}}

Yang benar adalah {{a}} — {{a}, b} dan {a} € {n, {a}}

Jika A—B=A-C, maka B = C, adalah suatu pernyataan yang
salah. Ambil contoh : A = {1, 2, 3, 4}, B = {3, 4, 5, 6} dan
C={3,4,7,8,9}

Jika A U B=A u C, maka B = C, adalah suatu pernyataan
yang salah. Ambil contoh : A = {a, b, ¢, d}, B = {b, c, d, e} dan
C= {d e}

Jika A n B=A n C, maka B = C, adalah suatu pernyataan
yang salah. Contoh : A={1,2,3,4} B={0,1,2,3}danC =
{1,2,3,5}

10
Q = 109 =45 cocok
8 1.2
10
2 = 1098 =120 cocok
3 1.2.3
10
3) = 10.9 =45 tidak cocok
2 1.2

Semuanya berarti himpunan semua bilangan bulat kelipatan k.

Tes Formatif 2

1

2)

3)

D.

A

a membagi b, sama artinya dengan b kelipatan dari a, dan sama
artinya pula dengan b = ma, untuk suatu bilangan bulat m.

(3) salah, untuk menunjukkannya cukup dengan sebuah contoh,
misalnya : jika 3|12 maka 5.3 | 12 adalah suatu pernyataan yang
salah.

(3) @® | b? salah, untuk menunjukkannya buatlah sebuah contoh.
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4)
5)
6)

7)
8)

9)

10)

Apabila a|bdan a]|c, makaa|mb + nc, untuk setiap bilangan-
bilangan bulat m dan n.

Apabilaa|b dan a|c maka a®|bc, a? | b® dan a®|c® sehingga
a’| (b*-c?).

Apabila (a, b) = d dan m suatu faktor persekutuan dari a dan b,
maka m |ddan m<d.

Apabila [a, b] =d maka a|d, (a, b) |ddan b | d.

Jika [a, b] = ab, maka (a, b) = 1 yang sama artinya dengan a relatif
prima dengan b.

Jika p suatu bilangan prima dan a sebarang bilangan asli, maka (1)
(p, @) =1 atau p | a. (2) a dan p saling prima atau (a, p) = p. (3)
jika p | a%, makap | a.

Jika diketahui 15 a + 8 b = 10, dengan a dan b bilangan-
bilangan bulat, maka 5| 8b, 2| 15 a, dan 5| (15 a + 8b).
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Algoritma pembagian

Algoritma Euclid(es)

Bentuk kanonik suatu bilangan
bulat positif
Bilangan prima

Cara Tabulasi (daftar)

Cartesius

De Morgan

Diagram Venn-Euler

Faktorisasi tunggal

STRUKTUR ALJABAR ©

Glosarium

nama suatu teorema yang mengatakan
bahwa pada setiap dua bilangan bulat
yang tidak nol maka yang satu dibagi
lainnya mesti ada hasil bagi dan

sisanya
suatu algoritma yang menerapkan
teorema algoritma pembagian.

Euclides adalah nama seorang ahli
matematika.

uraian/faktorisasi  bilangan tersebut
atas faktor-faktor prima.

suatu bilangan asli yang lebih dari 1
yang hanya mempunyai faktor 1 dan
dirinya sendiri.

cara menuliskan suatu himpunan
dengan menuliskan daftar semua
elemennya.

istilah yang diambil dari nama Rene
Descartes (seorang Matematikawan)
yang digunakan untuk nama
Koordinat Cartesius, Perkalian
Cartesius.

nama orang yang digunakan untuk
menamakan rumus yang ditemukan,
yaitu rumus komplemen dari suatu
irisan dua himpunan dan komplemen
dari gabungan dua himpunan.

Venn dan Euler adalah nama orang
matematikawan, yang namanya secara
bersamaan untuk memberi nama dari
diagram suatu himpunan.

nama suatu teorema yang mengatakan
bahwa setiap bilangan bulat positif
yang lebih dari 1 adalah suatu
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Gabungan (union) dua
himpunan A dan B

Himpunan (set), gugus, kelas,
koleksi, keluarga

Himpunan kuasa dari himpunan
A

Himpunan semesta (semesta
pembicaraan)

Himpunan berhingga

Himpunan takhingga
Himpunan-himpunan yang
ekuivalen
Himpunan-himpunan yang

saling lepas/saling asing

Irisan (intersection) dua
himpunan A dan B

Komplemen himpunan A

Saling prima (prima relatif)

1.47

bilangan prima atau dapat difaktorkan
secara tunggal atas bilangan-bilangan
prima.

suatu himpunan yang terdiri dari
elemen A saja, elemen B saja dan
elemen persekutuan dari A dan B.
kumpulan benda konkret atau abstrak
yang terdefinisi dengan jelas.

Keluarga yang terdiri dari semua
himpunan bagian dari A

himpunan yang memuat semua elemen
yang dibahas/dibicarakan.

himpunan yang banyaknya elemen
berhingga.

himpunan yang banyaknya elemen
takhingga.

himpunan-himpunan  yang  dapat
dilakukan korespondensi satu-satu.
himpunan-himpunan  yang  tidak
kosong dan tidak mempunyai elemen
persekutuan.

suatu himpunan yang terdiri dari
elemen-elemen persekutuan dari A
dan B.

suatu himpunan yang terdiri dari
elemen-elemen  himpunan semesta
yang tidak menjadi elemen dari A.
suatu relasi dua bilangan bulat positif
atau lebih yang FPB-nya sama dengan
1.
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