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ABSTRAK

Pendekatan tradisional dalam penentuan solusi khusus untuk PD
Linear Orde Dua Tak Homogen dengan Koefisien Konstanta
adalah dengan menggunakan metoda Transformasi Laplace,
Variasi Parameter dan Koefisien Tak Tentu.

Metoda Matriks adalah suatu metoda alternatif untuk mencari
solusi partikulir PD Linear Orde Dua Tak Homogen dengan

Koefisien Konstanta yang secara sederhana d ?ﬂelaskan
)I,‘ inearitas,
rde Dua Tak

dengan menggunakan konsep-konsep M
Identitas Euler dan sifat-sifat solusi PD %

Homogen Dengan Koefisien Konstanta.
y»
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1.1. Latar Belakang.

Sebagaimana diketahui, persamaan diferensial (PD) berperan
dalam pemodelan matematis untuk masalah-masalah dunia nyata (real
world), tidak hanya dalam sains dan teknologi, tetapi juga dalam bidang-
bidang ilmu sosial, seperti ekonomi, psikologi dan demografi [5].

Materi PD bagi mahasiswa matematika merupakan suatu
kendaraan yang baik untuk membawa mahasiswa ke arah pengertian
interelasi antara Matematika Murni (Pure Mathematics) dan sains,
teknologi dan ilmu-ilmu sosial [9]. Sebagai ilustrati Ssuatu mode!
matematis yang menyatakan hubungan antara Kgcepatan perubahan
banyaknya jumlah radioaktif dan waktu diekspsesikan oleh PD:

B _ i 161 (i-1)

Begitu juga, untuk model pertumbuhay populasi yang memperhatikan
pengaruh sumber daya alam “dizlyatakan secara matematis dalam
bentuk PD:

dy 2 .
—— = { — b |-2
7 == by (i-2)

PD (i-2) dikenal sebagai Hukum Logistik [6]. PD (i-1) dan (i-2) disebut
PD Ordqsatu

Apghia diperhatikan kedua model di atas (i-1) dan (i-2), ternyata
PD tersebut hanya menggambarkan perilaku sistem permasalahan.
Selanjutnya, kebutuhan informasi lain yang diperlukan adalah mencari
perilaku penyelesaian hampiran masalah. Untuk mendapatkan hal ini,
dilakukan penurunan atau manipulasi terhadap PD di atas secara
matematis. Hasil penurunan atau manipulasi ini berbentuk fungsi
biasanya disebut solusi. Untuk menentukan solusi dari suatu PD
dibutuhkan suatu metode mengenai sistematika pengerjaan untuk

mendapatkan solusi. Sebagai contoh, salah satu metode untuk
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menentukan solusi PD (i-1) adaiah metode Pemisahan Variabel yang

solusinya adalah
x()=Ce¥. (i-3)
Setelah diperoleh solusi PD (i-1), dengan metode Pemisahan
Variabel, yang diekspresikan oleh fungsi (i-3), terlihat bahwa fungsi (i-3)
memberikan informasi yang lebih lengkap dan jelas dalam hal hubungan

antara banyaknya jumlah radioaktif x(s) dan waktu t Solusi (i-3)

menggambarkan perilaku penyelesaian hampiran dari PD (i-1).

Pada masalah yang lebih sedikit rumit, bentuk model yang
diperlukan berbentuk PD dengan orde yang lebih tinggi, seperti PD
linear orde dua tak homogen dengan koefisien konstanta. Hal ini yang

akan menjadi pokok pembahasan selanjutnya.

1.2. Batasan dan Perumusan Masalah.
Pandang PD:

YU L)Y Ry =r(x). (i)
PD (ii) disebut PD Linear tak Mdnmogen Orde Dua. Apabila dipilih
fix)=p dan g(x) =g¢, dengén @ dan g konstanta sebarang, maka PD
(i} menjadi:

A4 py' gy = r(x). (iii)
PD (iii) disebut D’ Linear tak Homogen Orde Dua dengan Koefisien
Konstanta. «Kemudian, apabila dipilih r(x) = 0, sehingga

y'rpy' =0, (iv)
PD (iviasdisebut PD Linear Homogen Orde Dua dengan Koefisien
Konstanta.

Sekarang andaikan y.(x) solusi PD (iv) dan p,(x) solusi PD
(iii), dapat diperlihatkan  y(x)=y.(x)+y,(x) juga merupakan solusi
PD (i) ([2L:[3}[6]). Kemudian, y.(x), y,(x) dan y(x) secara berturut-

turut disebut sebagai solusi homogen, solusi partikulir dan solusi

umum dari PD (iii).
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Selanjutnya, batasan permasalahan pada penelitian ini adalah

mengenai masalah mencari solusi partikulir yp dari PD linear tak

homogen orde dua dengan koefisien konstanta. Pada umumnya,
metode-metode yang sudah sangat dikenal secara tradisional untuk

menentukan solusi partikulir y, adalah metode Transformasi Laplace,

Variasi Parameter dan Koefisien Tak Tentu ([1];[6]). Pada metode
Transformasi Laplace dibutuhkan suatu persyaratan yang disebut
dengan syarat awal dan juga pengetahuan tentang rumus-rumus
transformasi yang cukup banyak. Sedangkan pada metode Koefisien
tak Tentu diperlukan solusi PD homogen (iv) terlebih dahulu. Disamping
it penyelesaiannya cukup panjang dan dibutuhkafi~ketelitian yang
cukup tinggi, karena banyak berhubungan dengarinHenstanta-konstanta
‘yang tidak diketahui.

Berbicara dalam hal metode uymR /Jrenyelesaikan suatu
permasalahan, metode-metode yang digiptakan/ditemukan tidak luput
mempunyai kelemahan-kelemahan{ Sepéiti yang telah diungkapkan di
atas. Tetapi patut disyukuri béhwa, Matematikawan tidak cepat puas
dengan metode atau formuld /ate( rumus yang sudah ada. Mereka
selalu mencari metode_atauMarmula alternatif yang lebih efisien untuk
menyelesaikan suate, Pernasalahan dan tidak terkecuali metode untuk
mencari solusi parhiRulirPD (iii).

Hermag Gowwitzer, Drexel University, Philadelphia (1994) telah
menemukan ‘suatu metode alternatif untuk mencari solusi partikulir PD
(i) henwik sederhana, yang dikenal dengan metode Matriks [1].
Selanjutinya, perlu dilakukan telaahan:

B bagaimana keterkaitan konsep matriks, linearitas dan

identitas Euler untuk membentuk metode ini,

B batasan-batasan apa saja yang harus dipenuhi fungsi r(x) di

(iity untuk mencari solusi partikulir, sehingga metode ini dapat
digunakan, dan

B apakah dapat dibuat bentuk formula atau rumus yang lebih

umum untuk kasus-kasus bentuk fungsi r(x).
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1.3. Tujuan Penelitian.

Menurunkan metode Matriks dari metode Koefisien tak Tentu,
dengan menggunakan konsep dasar Matriks, linearitas dan identitas

Euler.

1.4. Manfaat Hasil Penelitian.

Karena aplikasi PD banyak dipakai pada bidang-bidang ilmu
lainnya, seperti, sains, bidang teknik dan iimu-ilmu sosial, dan tak kalah
pentingnya mengingat perkembangan perangkat lunak matematika
termasuk materi Matriks, maka metode Matriks ini ditfasapkan menjadi
suatu metode alternatif yang lebih sederhana dan ratidahyUntuk mencari
solusi partikulir pada PD Linear Orde Dua. %\ak) lHomogen dengan
Koefisien Konstanta.

Selain manfaat aplikasi tersebut@kangiperoleh pula manfaat:
B pengalaman melakukan penelitian,
B studi dan pengembangan tidemgiimu matematika, dan
B peningkatan kemampuay’ dalam “proses pembelajaran” bidang
matematika, khususnya;” senagai staf akademik di Jurusan

Matematika FMIEA Wriversitas Terbuka.
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"Il METODE PENELWIAN, |

1. Studi Journal yang berkaitan dengan permasalahan.

2. Studi literatur tentang metode Koefisien tak Tentu, konsep Matriks,
Polinomial dan identitas Euler.
Melakukan penurunan metode Matriks dari metode Koefisien tak Tentu.

4. Membandingkan solusi partikulir antara metode Matriks dan metode
Koefisien tak Tentu melalui beberapa contoh permasalahan.

5. Pembuatan Laporan.
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3.1. Metode Koefisien tak Tentu.

Perumusan formula untuk mencari solusi partikulir dengan metode
Matriks ini diturunkan dari metode Koefisien tak Tentu. Pada metode
Koefisien Tak Tentu sering menggunakan tabel dalam pengandaian
untuk menentukan solusi partikulirnya.:

Pandang PD (iii) dan (iv). Selanjutnya, untuk menentukan solusi
partikulir dengan metode Koefisien tak Tentu, dalam pengandaiannya

kita perhatikan kasus-kasus sebagai berikut ([2];[6]):

80727.pdf

r(x) = P,(x) polinom berderajat n. Solusi partikiy y, diandaikan
sebagai berikut:
a. = +Ax+...+A n: den an ' apabi[a m = 0 bu-
Yp =t n* 9 :  kan akar dari pers.
Ag,Ay,...,A, konstanta. : kacakteristik

m2 + pm+ g = 0.

b. =X + Aix+ o AXLS dengan apabila m =0 me-
Yo =X+ A \ g . rupakan salah satu
Agy,Ayg,..., A, Konsarta. . akar darl pers. Ka-

! rakteristik

m2+pm+q:0.

Tabel 1.

() % r,,‘jx)e”"‘. g(x) merupakan perkalian suatu polinom berderajat

n\dengan fungsi ™, b real. Solusi partikulir yp diandaikan

sebdgai berikut:

a. y, =(4 + A+t A x")e™ ; dengan | apabila m =5 bu-
i  kan akar dari pers.
karakteristik

m2+pm+q=0.

Ag,Ay,...,A, konstanta.

b. . = x(Ay + Auxt ot A xM)e? . apabila m =5 me-
Yp = XA+ A ") :  rupakan salah satu
dengan Ay, Ay,..., A4, konstanta. . akardari pers.

m2+pm+q=0.

Tabel 2.
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r(x)y= P,,(.x)ebx coswx atau g(x)= P,,(x)ebx sinwx, dengan P,(x)
polinom berderajat #. Solusi partikulir y p diandaikan sebagai berikut:
a. yp = P {( Ay + Ayx+--+ A, x") cosax . apabila b+wi bu-
" i kan akar kompleks
+(Bg + Byx+-+B,x")sinwx} | :  dari persamaan
dengan Ag,...,A, dan B,,...,B, kon- L kK ipk+gq=0.
stanta. :
b. Yp = xebx{(Ao + A[x+---+A,,x")cosmx apabila b+ (:)l.' akar
:  kompleks dari per-
+ (By + Byx+ -+ B, x")sinax} . samaan
dengan Ay,...,d, dan By,...,B, kon- C Kk s phkig=0,
stanta. :
Tabel 3.

Sistematika untuk mencari sQlisi\ partikulir dengan metode

Koefisien tak Tentu, dapat dilihat dafihebérapa contoh dibawah ini.

Contoh 1.

Pandang PD: y" - y=4®_ ¥arena 0 bukan merupakan akar
karakteristik dari Pl jomégen y” - y = 0. Pengandaian untuk solusi

partikulir digunakah Fabel 1 bagian a, yaitu
yp =(Ag + 42 ¥5x? + 43x%) . Maka y,'= A) +24,x+343x> dan
yp'"'=2dyx+643x . Substitusi y", dan p, ke PD, diperoleh:
(24, +6A43x) - (Ao + Apx+ Agx? + A3x3) = 4x?

atau

(= Ap +245)+ (— Ay + 643 )x— Agx? — Ay = dx3
Dari kesamaan di atas didapat 4 (empat) persamaan, yakni:
—Apg+24; =0, -A;+6A45=0, A;=0, Ay=-4. Sehingga
diperoleh: A4y =0, A, =-24, A, =0 dan A,=-4. Jadi, solusi

partikulimya adalah p, = 24x-4x>.®
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Contoh 2.

Pandang PD: y”-y'=4x>. Karena 0 merupakan akar
karakteristik dari PD homogen y'-y=0. Pengandaian untuk

solusi partikulir  digunakan  Tabel 1 bagian b, yaitu

yp=X(A0 +A1x+A2x2+A3x3) atau yp=on+Alx2+A2x3+A3x4.

Maka y,'= Adp+241x+342x% +dA3x> dan  p,"=24 + 643x + 1243x%.
Substitusi y", dan y,' ke PD, diperoleh:
(2A, +6A2x+12A3x2)—(A0 ¥ 2A;x+3A4,x2 +4A3x3) = 4x3
atau
(— Ag +24;) + (=241 + 64 )x+ (=34, + 1243 e N x = ax3.
Dari kesamaan di atas didapat 4 (agwal) persamaan, vyakni:
— Ay +243 =0, -241+6A4A; =0, -3A4y Y1245 =0, —4A43=4. Sehingga

diperoleh: A4y =-24, A =-12, A{f>-4Ydan A;=-1. Jadi, solusi

partikulirnya adalah p, = 24x-%25) 4x? - x*.m

Contoh 3.

Pandang PRE/99<y=4xe**. Disini o =3 dan persamaan
karakteristik dai ”%’homogen y” - y=0 adalah m?-1=0, sehingga
akar-akar Karakteristiknya adalah my; =-1 dan m, =1. Jadi, 3 bukan

salahnsawy akar karakteristik dari PD y”-y=0. Pengandaian untuk
solusi partikulir digunakan Tabe! 2 bagian a, yaitu y, =(4, +A]x)e3x.
Selanjutnya, ditentukan nilai-nilai 4, dan 4, Untuk menentukan
Ay dan 4;, substitusikan ", dan y, ke PD p"-y=dxe*.
Turunan pertama y,

yp'=Are® +3(dg + A x) e = (34y + 4 +341x)e?*

dan turunan kedua y,

Koleksi Perpustakaan Universitas Terbuka
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yp"= 341e> + 3(3 4y + Ay +3A41x) e = (94g + 6.4, + 94,x)e* .
Substitusikan y," dan y, ke PD: y”-y=4xe®, diperoleh:
(949 + 64, +94,x) e - [(A0 v A x)e3"] = dxe3* *)

yp dikatakan solusi partikulir PD p” -y =4xe>*, apabila persamaan

(*} dipenuhi. Kemudian dengan melakukan manipulasi aljabar
diperoleh:

(B4 + 6.4 + 841x)e>* = dxe*
atau
(849 +64;)e® +841xe3 = 0.6 + 4xe>*,
Dari kesamaan diatas diperoleh 2 persamaan dengan. 2\kénstanta yang
tidak diketahui; yaitu
84y +64, =0 dan A\
Sehingga diperoleh:

3 1
Ay =—> dan\ A, = —.
e D)

Jadi, solusi partikulir adalah:

Contoh 4.

PandaQg~PR. y"-y=4xle ™. Karena -1 merupakan akar
karaktegstiK dari PD homogen y” - y=0. Pengandaian untuk solusi

partikutiPdigunakan Tabel 2 bagian b, yaitu
yp=x(Ag+ Apx+ Ayxtye™ = (A0x+ Apx? o+ Azx:’)e_x
Maka
;o 2\ -x 2 3}, -
Yp = (Ao +2A41x+34;x )e h(A0x+ Ajx”® + Ayx )e
= (A() +(— Ao +2A1 )x+(—Al + 3A2)x2 —A2x3)e_'\'

dan

9
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Y= ((- Ay +24y)+2(- 4, +3A2)x—3A2xz)e'x
~(A0 (- Ag + 24y )x+ (— Ay +34;)x? ~A2x3)e"x
- ((- 24y + 24y )+ (Ag — 4y + 64 )x+(Ay —64;)x% + A2x3)e“"
Substitusi y", dan y, ke PD, diperoleh:
((- 24q + 24 )+ (Ag ~ 44, + 643 )x + (A - 6.4 )x +A2x3)e_x

= (on'l' Alxz + A2x3)e"x = 4x28_x
atau ((— 2A4g +2A4; )+ (- 441 + 64y )x - 6A2x2) e X =4xte ™.

Dari kesamaan di atas didapat 3 (tiga) persamaan, yakni:
-2A4p +2A; =0, —4A4; + 645 =0 dan 64, =\d)

sehingga diperoleh: A49=-1, A4;=-1 dan _ A —% Jadi, solusi

partikulirnya adalah

2

el 122, SN 2 2 3 -x
yp—x( I-x-3x )e atau}p._l X-x"-3x )e .

Contoh 5.

Pandang PD y” - y £%xces(owx). Disini 5=0 dan o =1 dan akar-
akar karakteristik darft.) homogen y”-y=0adalah m; =-1 dan
my = 1. Karenayi“oukan merupakan akar-akar karakteristik PD ho-
mogen, maka \unidk mencari solusi khusus PD diatas kita gunakan
pengandaian Yyarig terdapat pada Tabel 3 bagian a, yakni

yp = (Ag + Ayx)coswx + (By + Byx)sinox.
Maka

yp'= —Agw sinax + 4 cosax — Ajaxsinex + Byo cosax
+ Bysinax + Bioxsinox

= (Ao + Ayox)sinx + A coswx + ( By + Biox)sinwx + By cosox
dan

yp''= (— 1400.)2 + ZBlw)cosmx - Almzxcosmx— (ZA,m + Bomz)sinmx

- Bijo 2 xsinwx.

Substitusi ke PD, diperoleh:
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{(— A0m2 + ZBlm)cosm— Almzxcosmx— (ZAlm + Bomz)simox
- By zxsinmx} - {(Aﬁ + Ayx)cos(ax) + By + le)sinmx} = 4x cosox
atau
(— Aﬂa)z - Ay + ZB;a))cosmx +(— Alm2 - Al)xcosmx
+ (— 240 — Bﬂ(ﬂz - Bﬂ)sinmx-l- (— Blm2 - Bl)xsinmx = 4xcos@x.

Selanjutnya, diperoleh 4 persamaan dan 4 konstanta yang tidak
diketahui, yakni:

~ Agw? — Ay + 2By = 0

—Awi-A4 =4
<
- 2Al(1) —_— B()(DZ —Bo = 0
- B,m2 - By =0.
Sehingga didapat:
» ’
AO:.O"AIZ-- 4 ;B():——a)—_*dan B|=0.
2 PN Iy
w"+1 o At
{ ]
Jadi,
8w .
Yp = — sty — X COS WX
{o,‘ A :) o +1
Sl 3 {Zm sinwx — (m2 + l)xcm‘mx}.
(mz + 1)
Contoh:

Ranmdang PD y”"-2p'+2y=e"sinx. Di sini $=1 dan o =1 dan
akar-akar karakteristk dari PD homogen y"-2y'+2y=0 adalah
m =1+i dan m, =1-i Karena 1+i merupakan salah satu akar-akar
karakteristik PD homogen, maka untuk mencari solusi khusus PD diatas
digunakan pengandaian yang terdapat pada Tabel 3 bagian b, yakni

yp = xe*(Ag cosx + Bysinx) = e*(Agx cos x + Byxsinx)

dan
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yp'= ¢*(Agxcosx + Byxsinx)+e*(Agcosx — Agxsinx + Bysinx + Byxcosx)
= & {((Ao + By)x + Ag)cosx +((By — Ag)x + Bo)sinx}
=yp+e* {(Box + Ay Jcos x +(— Agx + By )sin x}.

Penurunan y,' dan menggunakan hubungan di atas, diperoleh

yp''= yp'+ex{(Box + Ao)cosx + (— Agx + Bo)sinx} +
e* {= (Box + Ao)sinx + By cosx + (— Agx + Bo)cnsx — Ay sinx}

= yp'+(yp'—yp) + ex(—- Bgxsinx ~ oncosx)-l- e"(—- 24y sinx + 2B, cosx)

=2yp'-yp-¥pt ex(ZBﬂ cosx — 24, sinx)

=2y,'- 2y, + eX(ZBo cosx — 24, sinx)
Substitusi ke PD diperoleh

2y,'-2y, + ex(ZBo cosx ~ 24, sinx) — 2y, 423, =< sinx
atau
e*(2By cosx - 24y sip e sinx .

Pencoretan ¢* menghasilkan

2By cosf -2 4psinx = sinx .

Penyamaan koefisien-koefigienndari sin x atau cos x didapat A4, = —%
dan B, =0. Jadi, y, €5 ;‘.\2"’cosx.
3.2. Identitas EULER
Denga; menhgunakan rumus Euler
" = cosO + isin® (1

bentuk polar bilangan kompieks z dapat diubah menjadi

z = r(cosO + isin0) = re® .

Penulisan z=re®® merupakan bentuk eksponen dari bilangan

kompleks z. Sehingga dengan pengandaian z= x+ iy dengan x bagian
real dari z (x = Re|z]) dan y bagian imaginer dari z (y = Im{z]), maka

X+ iy = r(cos0 + isinQ)
= reosB + irsin@

atau
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x=rcos0 dan y=rsin0.

Dengan kata lain,

Re[rem]=rcos() atau Re[ef"]:cose ()
dan

Im[reie]=rsin9 atau lm[em]=sin8. (3)

Selanjutnya, kompleks sekawan dari z adalah
= r(cosO = isinG)
= r(cos(—e) + t'sin(—@))
-i0

=re

Catatan: Rumus Euler dapat dibuktikan dengan mgunakan deret

Maclaurin untuk. cos9, sin® dan eﬂ&
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IV PEMBAHASAN: DAN HASIL.

A

Perumusan formula solusi partikulir dengan metode Matriks pada
penelitian ini, pembahasannya, lebih khusus, dibatasi untuk permasalahan

bentuk-bentuk fungsi r(x) sebagai berikut:
o r(x)= P,,(x) e,
® r(x) = P,,(x), dan

®  r(x)= P, (x)e? coswx atau g(x) = P, (x)e® sinwx,

4.1. Bentuk r(x)= P_.,(x) ™

r(x) = P,,(x) ™, maka PD (iii) ditulis sebaghi
12 f /
ﬁ+p%+qy:ﬂ.(x)f“w (4)

dengan P,(x)=ag+apx+ - +a,x". PR (2Z) sering ditufis dalam bentuk
operator diferensial L, yakni
Z(N =P (x) e™, (5)

2
) d

dengan L= D?+ pdgs“dimana pr=2_ dan D=i.

dxz dx

r(x) = P,(x) &X" \ditdii§ dalam bentuk perkalian matriks, diperoleh

r(x)zP,,(x)e“‘x=[ao ay a,,] x e™ (6)

Untuk bentuk r(x}= P,(x)}e*, pilih pengandaian solusi partikufir
dengan Metode Koefisien tak Tentu di Tabel 2 bagian a, yaitu
¥p = (Ag + Apx++ Ax")e™ (7)
Selanjutnya, dicari nilai-nilai 4y, 4;,...,4,, sehingga y, memenuhi

PD (4). y, (di(7)) ditulis dalam bentuk perkalian matriks adalah
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1 L
'v”:[A" Ay o A"] s BMZ[AO Ay An] xe: (8)
x" xn‘;ax
Yy memenuhi PD (4), berarti
L(yp):P,,(x)e“"‘
atau
e™ 1
L [AO Ay - A"] xe.“x =["0 a ll',,] x P
xn;ﬂ.\f x.n

Karena sifat linear dari operator diferensial L, dipercleh

e 1
[A() A - A,,] L(xfm) =[m; A (1,,]'? e™. (9)
_L(x"e“"' )_I x"

Pandang (9), dengan menggunakan operator diferensial, diperoleh
I N="pla) €™, (10}
dengan k() = a? + s Alihat Apendiks);, dan selanjutnya didapat:

L(xe™) = (k' (a)F (&)%) €,

L(x%e™) = (fc"(:.) {2k (a)x + k(a)xz) %

(xS L (k“')(a) + kP Veyx + 4kt (@)1 ¢ k(a ).\'") 2%

Substitusi yang diperoleh di atas ke (9), menghasilkan

k(o)e™
! MRS
["[0 A - Ay (k (a)'*'k:(ﬂ.).\)e

(k(")(a) + nk D (o) xp k()" 4 k(a ).\'")e""
1
X .
ag) €™ (11)

n
X

= [ag iy
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Dengan melakukan pemisalan

a =[A0 Ay An]- & =[l X x"], a' :["0 aq “n]
dan
k(o) 0 0 0 0 ]
k() k(o) 0
P=| k() 2k (o) k(o) e 0 0 |, (12)

K@) k" V@) Gx" D) - mk'(@) k(a))

(kb adalah koefisien yang sesuai dengan koefisien binomial pangkat n)

maka (11) menjadi
(E'Pi’)e"x:ﬁ’fe“x. (13)
Kemudian dengan melakukan pembatalan kanan, diperaleh
ap=a : (14)
Pandang matriks P pada (12). Maka
B p matriks non singular (P/\lerdefinisi), jika k(o) =0 dan

m P matriks singular (P (_tak ftérdefinisi), jika k(a)=0.

411. P MATRIKS NON.SINGULAR

P matrikg” now singular, (15) dapat ditulis sebagai
a' =a'Pl. (15)

Jadi, solusi partikulir PD (4) adalah:

y,,=(a'p-'.e)e'“, k(o) % 0 (16)
dengan k(a)=al+pa+q, dan @' =[ap ay -~ a,]; ag.ay,-sa,
koefisien p,(x), & =1 x - x"] dan

[ k() 0 0 i
K (a) k() 0 0

P={| k(@)  2k'() k(o) e 0 0

k(@) mk D) wo)k" @) - mh'(@) Ka)]

Koleksi Perpustakaan Universitas Terbuka
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4.1.2. P MATRIKS SINGULAR

k(o) =0, berarti P™' tak terdefinisi (P matriks singular).
Untuk kasus ini, dilakukan sedikit manupulasi, yakni dengan
menurunkan (mendiferensialkan) kedua ruas (kanan dan kir)

terhadap o pada persamaan (11), yaitu

k(o ye™
4 (""(Ot) + k(a)x)e‘“
du [AO Ay :
(k(")(a) + k" D (@) ak(o)x1 + k(u).\-”)e‘”
1
o X
o oy
= [ao e a,,] e
'\,H
atau
_“, _;,{a)eux
o
d
—E Wy 3 ax
[.~l0 Ay e A"] da( \Ul)*-.k(a)r)e

A
L do

(R(")(\;} D (yxr k(o) k(“)"'“)e(u

X
= ["0 (ll ﬂ’"] : Xée
Substilusivp(a) = 0, diperoleh

k(o)e™

" v Ly ax
[/Ig A - A,,] (k (a)+2I.( (a).\)e

(k("””(u) + G+ DK (@)x +-+ (r + l)k'(ﬂ)-\'")f-’m

N PR ‘ xe™  (17)

atau
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r ar 1

k(@) 0 0 - 0 1
k() 20 (@) 0 - 0 x
[40 A1 - A]| k() 3" (o) 3k (@) - 0 x|
D) (DK (@) e (m+ DR () ] x" ]
1
X
=[¢l0 ay a,l . |[xe™ (18)

Dengan pemisalan

al =[,40 Ay - An], x =[l x - x"|, &' =[a0 o ty)
dan
[ k'(a) 0 0 0
k' (o) 2k (o) 0 {
P=| k'"(a) 3" () 3k () N 0 '
KDy (n+ 1hM(a) L (e DR (0) |

maka (18) menjadi
(E'F‘x) ™ £ i % xe™™ .

Kemudian dengan pielaKukan pencoretan, diperoleh
a'P=i'x. (19)
Pandarigimeiriks P pada (19). Maka
B P ratiky non singular (P~ terdefinisi), jika k'(a)= 0 dan

® _P-matriks singular (P ™' tak terdefinisi), jika k'(x)=0.

4.1.2.15/F MATRIKS NON SINGULAR

Apabila P matriks non singular, maka terdapat

matriks invers P~!, sehingga diperoleh:

&= a'xP, (20)
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Jadi dari (20), solusi partikulir PD (4) adalah:
vp=(dP7'E) k™, k@ =0dan K)o (21)
dengan k(a)= al+ poetq, @ = [ao ay - u,,]; (ag,ay,--,a,

koef. P,(x)), ,\":’=[l X e x"] dan

k'(ﬂ'—) 0 0 0 |
k(o) 2k'(a) 0 0
P=| &"(a) M) k(@) - 0
_k("“)(a) (n+ 13 () e {0+ DA (@) |

PP B S

4.2.22. P MATRIKS SINGULAR

Apabila P matriks r.';.‘:,i'ngular, maka terdapat
matriks invers P! Ini Jerddi/ k' (a)=0. Untuk kasus ini,
dilakukan sedikit mandpulasi’lagi, yakni dengan menurunkan
(mendiferensialkarij«&0da ruas (kanan dan kiri) terhadap «

pada persamaan {17}, sehingga diperoleh

solusppaftikdlir PD (4) adalah:

{
!

-

Yo ay _r)xe‘”, k(=0 dan &'(x)=0 (22)

aerigan k(a)=o’+ po+q, E':[ao ay - ay]; (ag.ay, a4,

koef. P,(x)), .{-’:[1 X e x”] dan

[ k() 0 0 0

k(@) 3k"(a) 0 0

2= () 4k (o) 4" () - 0
KDy (e 2kt () e (e (@) |

19
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Aplikasi untuk rumus  (16), (21) atau (22), digunakan contoh
1 dan 2.

Contoh 7.

Pandang PD pada contoh 1: y”—y=4xe’*, maka disini polinom
pada r(x) adalah polinom berderajat 1, sehingga @’ =[ag a,]|=[0 4]
atau ap=0 dan a, =4. Selanjutnya,

Ko)=a’-1 dan k'(a)=2a.
Kemudian, untuk « =3, maka k(3)=820 dan k'(3)=6

Jadi dengan menggunakan rumus (16) diperoleh solusi Partikulir PD

sebagai berikut;

_ k3 0} 8 0J 1) 3e8 JB A6, 4 | 3¢
yp"[“ﬂ “]]|:k|(3) k(3):|_‘[0 4][6 8][x]e ‘{¢ [8}2 +3x}e

B P A A P
(s+2x)e .

Contoh 8

Perhatikan PD padéncoiitoh 2, yakni: y”— p=4x2e ", maka di

sini o=-1, dan, Wdy=a’-1 dan k(1) = (—1)z —1=0. Gunakan rumus

(21), yakni
k'(~1) 0 o T«
vy= a0 a @] k"= 2k'(-1) 0 x*|e*.
k™(=1) 3k"(-1) 3k'(-1)| |3

Selanjutnya, dari PD diperoleh a=[aq a; a3]=[0 0 4] atau ay =0,
ay=0 dan a,=4. k(az)=al-1, maka &k'(a)=2a — k'(-1)=-2",
K'(a)=2— k"(-1) =2 dan &"(a) =0 k"(-1)=0.

Maka, solusi partikulir PD adalah

-2 0 0 x
yp=[0 0 4] 2 -4 o [£F|e".
‘,3

20
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Dengan menggunakan perangkat lunak MATHEMATICA untuk operasi
perkalian, diperoleh (langkah-langkah operasi lihat APENDIKS)

2 0 o]"
[0 0 42 4 o0 =[—1 -1 —%].
0 6 -6

Jadi, diperoleh solusi partikulir untuk masalah ini adalah:

x
Pp=[-1 -1 =2lx? e ={-x-x?-2x3)|o,
r 3 3

x3

4.2. Bentuk r(x)= P,(x)

Pilih =0, maka r(x) = P, (x)e™ menjadi /(8> F,(x). Jadi solusi
Partikulir PD (4) dengan r(x) = P,(x) dapadiperoleh dari rumus atau
formula (16), (21) atau (22) untuk a0,

Aplikasi untuk formula (16),7(1)Y atau (22) dengan bentuk

r(x) = P,(x), digunakan contoh(3<dan4.

Contoh 9

Pandang PD. "oy <4x>, k(a)=a®-1 dan k0)=0%-1= —1#0
Digunakan rumésA16) untuk mencari solusi khusus PD: y” — y = 4x3.
Disini ' <J0 ™00 4], k(@)=o?-1- k(0)=-1,
k(o) =00\ ¥ k'(0)=0, k™(@)=2— k"(0)=2, dan k"(a)=0

- k"(0y = 0. Sehingga

k(a) 0 0 0 -1 0 0 0
K@) Ka) 0 0 | lo -1 0 o
lEMe) 2ka) k@) 0 | J2 0 -1 o

K'(a) 3k"(a) 3k'(a) k(o) 1] 6 0 -1
Maka solusi Partikulir PD adalah

yp=d'PlE=[0 0 0 4] g

!
(=
b

Koleksi Perpustakaan Universitas Terbuka
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Dengan menggunakan perangkat lunak Mathematica diperoleh:
-1

-1 0 0 0
-1 0 0
[00o4 . =[o -8 0 -4].
6 6 0 -1
Jadi, solusi partikulir PD adalah:
1

~tn=1- X 3
=a P 'x=|0 -24 0 -4 =-24x—4x".
Vp [ ]xz

X3

Contoh 10.

Pandang PD: y"— y'=4x>. k() = a® - cdam 4(0)=0>-0=0.
Digunakan rumus (21) untuk mencari golUgi khusus PD: p7 -y’ =4x>.
Disini &' =[0 0 0 4], ka)=&"N\aD k(0)=0, ,(x)=2a-1-
k'(0) = -1, k") =2 > k"(0)=2, k(@) =0 k"(0)=0 dan

KMy=0 - £¥wy=0,

Sehingga
k() N A 0 0 100
o_ | MM 2@ 0 S P
_IK"’ia) #"a) 3k'a) 0 | |0 6 3 0
MNP @) k(@) 6k"(a) 4k'(@)] L0 0 12 -4

Maka‘solsi Partikulir PD adalah

[
|
—

-1 0 o 1
vp={aP'%)x=[0 0 o 4 ; e _03 g .
0 0 12 -4 [x

-

4

=[-24 -12 -4 1 x=—24x-12x2 —4x3 - x4,

~

2
3

-

22
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4.3. Bentuk r(x)=P,(x)e® coswx atau r(x) = ﬂ,(x)eb"sinmx.

Bentuk  r(x) = P,(x)e®* coswx atau r(x) = P(x)e® sinwx . Bentuk

r(x) dapat dibuat lebih umum dalam bentuk fungsi Kompleks dengan
menggunakan Identitas Euler, yaitu

G(x) = Py(x)e™ 6™ = p (x)elb+iv)x (23)
Gunakan hubungan (3), diperoleh
l’,,(.t)eb"cosm.tzRe[G(x)] dan P,,(x)ebxsinmxr-lm[G(x)]. (24)
Jadi, formula (17), (22) dan (23) dapat digunakan untuk

menentukan solusi partikulir PD untuk r(x):P,,(x)ebxcosa)x atau

r(x) = P,(x)e™ sinox dengan mengambil o = b+ ie (A2 menggunakan

hubungan (24), yaitu
Yp= Re[(ﬁ’P"'f)e”"J , k(@) 20 dan 8D P(x)e? coswx ; (25a)
atau

Yp = Im[((i'P”'f)e‘”] A(o) 20 dan'r(x) = P(x)e™ sinox . (25b)

Yp = Re{(,’;’p",{-)xp““] Ma)=0, &'(x)#0, dan
i)

r(x) = P(x)eCLovwn ; (26a)

atau

.
Y pe=0| {ﬁ'P_If)xe‘u]. k(o) =0, k(o) 2 0 dan

Nane Py (x) e sinwx . (26b)

yp = Re{(ﬁ’g".e)xe“x], k(a) =0, k'(a) = 0 dan

rix) = P,,(x)ebx COSOX | (27a)

atau
Yp = Im[(ﬁ'Q_‘.f‘) xe"‘t} . k(a)=0, k'(a)=0 dan

r(x) = P (x)e™ sinwx . (27b)
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Aplikasi untuk formula (25), (26) atau (27), digunakan contoh 5
dan 6.

Contoh 11.
Pandang PD pada contoh 5.; y” — y =4xcesax . Untuk masalah ini

a=io, maka k(@)=a’-1=(iw)’-1=-0’-1 dan k'(a)=2a = 2ie.

Kemudian, karena k(a)#0 dan r(x)=4xcosox, maka dari (25a)

diperoleh y,,=Re[(E'P"lI¢)e“x], dengan o=iw, d' =(a a)=(0 4),

¢ =(1 x) dan p:{"(“) 0 ] =[“°2“‘ 0 | veg

k'(a) k(o) 2iw -0 -1
I'( -v-] )
2 2l
-m° -1 0 I f]| :
=Rel[{0 4 e’
Ve \( )[ 2o -0l N I_AJ
, v
I ! bT
= A
=Re (0 4) 2i8 1 [ ] e
{w? B _—mz—l *
|\ w _])
Sehingga diperoleh
pp-Rel |- DISN T | o
| {—w Ly 1w - 1)
= Rel l—-——:ﬂ)-f——:—x fcoswx + fsinex)
(1) (w*+1)
8iw 4x 8w . 4ix
ARb 7 g COSEX — 3 COSAX +———— sinwx - — ——sinox
'L (0*+1) (@ +1) (w®+1) (w*+1)
o4 coswx+L~—sinmv
(@X+1) (0l+1)?
=—3 2msinm.v-—(m2+l)cosm.\‘.
(0w +1)

Koleksi Perpustakaan Universitas Terbuka



80727.pdf

Contoh 12.

Pandang PD pada contoh 6.0 y"-2y'+2p=e*sinx. Untuk
masalah ini a=1+i/, maka k(a)=a’-20+2=(+)%-20+)+2=0
dan k'(a) =2a-2=2(1+i) -2 =2i. Kemudian, karena k(a) = 0 dan

r(x} = " sinx , maka digunakan formula (26b) diperoleh
Yp = Im[(ﬁ'P“'f)xeux], dangan a=1+i, a' =(ﬂg)= M=1, ¥ = (l) =1

dan P=[k(a)]=[2/]=2i =P'= zi = —%:‘ (karena polinom berderajat
!

nol [ Py(x)]). Jadi,

yp= Im[((l) IOE e““"x] - Im[(%i) x ¢ W

Gunakan hubungan (2), didapat
C
{
e* cosx — %xe" sinx
,
V bag. Imajiner  bag. Real

L

*

yp=1m [(%i)xe’t(cosx + isin x)] =Am

nol—

= - %.\ce"r COS X.
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Sebagaimana diketahui suatu metode yang ditemukan tidak luput dari
kelebihan den kelemahan dalam penggunaannya dan tidak terkecuali metode
Matriks dalam menentukan solusi partikulir PD Linear Orde Dua Tak Ho-
mogen dengan Koefisien Konstanta.

Kelebihan dari metode Matriks untuk menentukan solusi partikulir PD
Linear Orde Dua Tak Homogen dengan Koefisien Konstanta adalah sebagai
berikut:

1- Solusi PD homogen tidak diperiukan, dan Akar-akar karakteristik PD ho-
mogen tidak dibutuhkan secara lengkap, tetapl\/ ranya menu-
runkan/mendiferensialkan bentuk (10) secara sedagiiana sebanyak & + 1
kali terhadap parameter a, dimana & merupakai-Rejipatan dari o. sebagai
akar karakteristik polinomial p(c) {11

2. Sistematika pengerjaan mencari solasi{lebh sederhana, karena dalam
pengerjaan tinggal mensubstitusi pararheter-parameter yang diketahui
kedalam bentuk rumus umumRg dan/jaga tidak berhubungan dengan kon-
stanta tak diketahui sepeiti natla'metode Koefisien Tak Tentu dan Variasi
Parameter. Ini mengg@kikatkan kesalahan dalam pengerjaan akan sangat
menjadi kecil.

3- Dengan perkgfoangan perangkat lunak dibidang Matematika seperti,
perangkat Nufick Mathematica dan Maple, akan sangat memudahkan
pengéedaan dengan metode Matriks ini. Hal ini akan menstimulir, khusus-
nya mgtasiswa Matematika untuk menggunakan perangkat lunak di-
bidang Matematika.

4- Dalam penurunan metode Matriks ini, khususnya mahasiswa Matematika,
menambah wawasan tentang aplikasi dari konsep-konsep dasar
Matematika, khususnya konsep Matriks, Linearitas dan - ldentitas Euler,
pada masalah PD Linear Orde Dua tak Homugen untuk mencari solusi

partikulir.

26
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Kelemahan dari metode Matriks ini adalah sebagai berikut.

Untuk dapat memahami penurunan konsep metode Matriks diperiukan
pengetahuan tentang metode Koefisien tak Tentu terlebih dahulu.
Apabila pengetahuan mengenal perangkat junak Mathematica dan se-
jenisnya tidak dimiliki, penyelesaian solusi Partikulir untuk PD yang
mempunyal bentuk r(x) hasil perkalian fungsi eksponensial dengan
polinomial berderajat tinggi » > » akan menjadi sedikit rumit, karena
dalam proses penyelesaian akan menemukan matriks berukuran besar
dalam penentuan invers matriks.

Bentuk fungst r(x) yang dapat diselesaikan dengan metode Matriks ini
nanya terbatas dalam bentuk-bentuk perkalian antara_fungsi eksponen-

sial dan polinomial, karena metode ini diturunkan dariimetode Koefisien
tak Tentu.
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VIl. APENDIKS.

L)y = (D4 pD+q)e®™™ = D2e% 4 pDe™ 4 ge®*

2
{
=‘_eux+p_d_em\:+qeax
dx

x L

d(d ax) d oc v
=—|—e +p—e* g
dx \dx pdx e
d  ox ax ax
= —e™ + pae™ +ge
dv P q
= 226%™ 4 pae®™ + g™
= (@2 + po +q)e™™

L L(e™) = p(a)e™, dengan pla)=ul+ potq.

L(xe®™)=(D2 4 pD+ g)xe®™ = Dr(xe™) 4 PD(x g™ 9y e ™

‘12 ax i oy
=—(xe"™ )+ p—(xe" ) rgre™S
‘sz dx
did o o o ¢
=—|=(xe +p—(x PP e
dx [dx ( )] ? dx e XXiF
a

[ ox

[
* P +fzxc“x]+qxe

el.\ +(X..\'(_’IL‘- X

dx

- g}
o oax v
=|lae™ +ae +0t“,~,:““}+p[ea‘x+{Jt.vre°"':]a!-q.\nz'c"'C

=(al+ po+ Qo (2o + p)e™
plos p{w)

L L(xe™) = { pbes P la)fe™.
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