MobuL 1
Deret Fourier

Prof. Dr. Bambang Soedijono

‘@E PENDAHULUAN

@ ada modul ini dibahas masalah ekspansi deret Fourier Sinus — Cosinus
untuk suatu fungsi periodik ataupun yang dianggap periodik, dan dibahas
pula transformasi Fourier ataupun transformasi Cosinus Fourier dan
transformasi  Sinus Fourier. Hal ini cukup penting, terutama dalam
penyelesaian berbagai masalah syarat batas yang penyelesaiannya disajikan
dalam bentuk deret fungsi sinus-cosinus.

Pada bagian akhir modul ini dibahas pula berbagai aplikasi deret Fourier.
Setelah mempelajari modul ini Anda diharapkan mampu memahami masalah
ekspansi deret Fourier ataupun transformasi Fourier suatu fungsi, dan
mempunyai keterampilan dalam mengaplikasikan Deret Fourier.

Setelah mempelajari modul ini, Anda diharapkan:

1. mampu menyajikan ekspansi deret Fourier ataupun transformasi Fourier
suatu fungsi,

2. terampil mempergunakan transformasi Fourier untuk menghitung nilai
suatu integral tertentu,

3. terampil menyelesaikan suatu masalah syarat batas dengan
memanfaatkan ekspansi deret Fourier suatu fungsi.
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KEGIATAN BELAJAR 1

Deret Fourier

ada kegiatan belajar ini dibahas ekspansi suatu fungsi dalam bentuk

Deret Fourier. Deret Fourier merupakan suatu deret tak hingga dengan
suku-suku memuat komponen trigonometri, sinus-cosinus, yang konvergen
ke suatu fungsi periodik.

FORMULA DERET FOURIER

Suatu fungsi f merupakan fungsi periodik jika dan hanya jika terdapat
konstanta C, sehingga untuk setiap X dalam domain f dipenuhi
f(x+2c)=f(X), dan 2c disebut periode dari fungsi f.

Mudah dipahami apabila 2¢ merupakan periode dari fungsi f , maka
2nc juga merupakan periode dari fungsi yang sama, fungsi f.

Contoh pada aplikasi, suatu gaya dengan besar (magnitude) konstan bekerja
pada suatu sistem mekanik akan digambarkan sebagai grafik fungsi periodik
sebagaimana disajikan dengan Gambar 1.1 di bawah ini.
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Gambar 1.1
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Misalkan f, y=f(t) suatu fungsi periodik dengan periode 27, dan
disajikan sebagai:

%+alcost+blsint+L +a, cosnt+b, sinnt+L (1.1

dengan a,, b, konstanta, dan jika untuk setiap x deret tersebut konvergen ke
f X, maka

f(x)= %+alcosx+blsin X+L +a,cosnx+b,sinnx+L  (1.2)

Selanjutnya, deret (1.2) disebut deret Fourier untuk fungsi periodik
f x , dengan periode 27 .

Jika kedua ruas persamaan (1.2) dikalikan dengan cosmx (m integer)
dan selanjutnya diintegralkan terhadap X dari —z hingga 7, diperoleh:

T _aO T T T
f_” f (x)cosmxdx—?f_”cosmxdx+a1f_”cosxcosmxdx+blf_”sm X €os mx dx

T T
+L +anf cosnxcosmxdx+bnf sin nx cos mx dx+L
e -

dan dengan mengingat:
0 jika m=n

4

f €osnx cosmxdx= .
- 7 jika m=n>0
T - - -

f sinnx cos mxdx=0 untuk setiap integer m, n
—T

diperoleh
f” f(x)cosmxdx = 7a,,, m=12K

atau dapat disajikan sebagai
1 p7
a, = —f f (x)cosnxdx, n=12,K (1.3)
T
dan untuk n =0,

1 pr
2= foox. (14)
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Jika kedua ruas persamaan (1.2) dikalikan dengan sinmx (m integer)
dan selanjutnya diintegralkan terhadap X dari —z hingga 7, diperoleh

f:r f (x)sin mxdx:a?of;sin mxdx+a1j:cosxsin mx dx +b, f_:sin xsin mx dx

z - z - -
+L +anf cos nxsin mxdx+bnf sin nxsin mxdx+L
- -
dengan mengingat

T i {0 jikamzcn
f, sinnx sinmxdx=

7 jikam=n>0
maka diperoleh
1 pm .
b, :—f f (x)sinnxdx, n=1,2,K (1.5)
T

Dengan demikian, setiap fungsi f,y=f X merupakan fungsi

periodik dengan periode 27 selalu dapat disajikan dalam bentuk deret
Fourier (1.2) dengan a,, b, ditentukan dengan persamaan (1.3), (1.4),

dan (1.5).

Contoh 1.1  Diberikan f,y=f X suatu fungsi periodik dengan
periode 27 dan

f x =0, _r<x<-Z
2
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Gambar 1.2

Sajikan y=f(Xx) dalam bentuk deret Fourier.

Penyelesaian; Perderetan Fourier untuk fungsi
berbentuk

8y

o0
f x ==+ a,cosnx+b, sinnx
n=1
dengan

aozlf” f (x)dx= if_%dx:l

Y —rn

a, :if” f (x)cosnxdx

Y-z
s
_;f_zcosnxdx
2
. nr —nz
sin— —sin ——
172 2
T n
2
— — untuk n=3,7,11,15,...
nr
2
a, =1 — untuk n=15,9,13,...
nr
0 untuk n=2,4,6,8,...

f,y=f x

di

1.5

atas
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1 pr .
bn:;f,,, f (x)sinnxdx

1 *72[ .
— d
f_;r(x)sm nxadx

nz
=0 untuk n=1, 2, 3,... .
Dengan demikian deret Fourier di atas dapat ditulis
1 2 2 2 2
f (X) = =+—C€0S X ———C0S3X +—C0S5X——COoS7X+L .
2 3z 57 14
Selanjutnya, jika diambil:

So(X) = %

S (x) = lJrgcosx
2

1 2 2
S,(X) = =+—C0S X——C0S 3X
2 37
maka grafik kurva Sy, S;, dan S, disajikan dengan Gambar 1.3.
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Gambar 1.3
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Diketahui fungsi f, y=f X merupakan fungsi kontinu dan terdefinisi

pada interval (—C,C) dan di luar interval tersebut dipenuhi
f(x+2C)=1(x), misalkan f(X) merupakan fungsi kontinu dan periodik

dengan periode 2C, dengan demikian fungsi f dapat disajikan dalam bentuk
deret Fourier. Untuk menyusun perderetan Fourier fungsi f tersebut dilakukan
substitusi variabel

t=2 x.
C
) C S
Sehingga f x =f (—tj:qﬁ t dengan ¢ suatu fungsi periodik dengan
VA

periode 277 dan perderetan Fouriernya adalah

f(= t)_%+z a, cosnx + b, sinnx (1.6)
n=1
dengan

:—f [ ]cosntdt
:—f cos—x d[C

atau dapat disajikan sebagai

1 pC nz
a, _Ef—c f(x)cosgxdx, n=12,..

:—f [—t)sm ntdt
:—f sm—x dl— C

atau dapat disajikan sebagai

1 pC . Nz
b, _Ef—c f(x)sm?xdx, n=12,....

dan
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1.8

Dengan demikian persamaan (1.6) dapat disajikan sebagai
f(x) =%+g(an cos%x+bnsin§xj .7
dengan
:—fc f(x)cosnc—”xdx, n=12
(1.8)

1 pC . Nz
__f_cf(x)sm?xdx, n=12

dengan a,, b, diperoleh dari persamaan (1.8)
Apabila f(x) suatu fungsi kontinu dengan periode 2C, maka

perderetan Fourier fungsi f(x) dapat disajikan dengan persamaan (1.7)

di atas dengan koefisien a, dan b, disajikan sebagai
1 pL+2C Nz
a, _—f f(x)cosFde, n=1,2

- 2)

dengan L suatu bilangan real

f(x)sm—xdx n=12,.. (1.9)

2, 0 < X < 6 dalam deret Fourier

Contoh 1.2 Sajikan fungsi f(X) = X
apabila fungsi tersebut mempunyai periode 6

Penyelesaian:
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Fungsi f(x)= G mempunyai periode 2C=6 berarti C=3 dan dengan
mengambil L=0, dengan demikian koefisien Fourier (1.9) menjadi

:—f f(x)cos—xdx

nzx
_—f X cos—dx

A =10,93
A, =2,73
A =1,22
A, =0,68

:—f f(x)sm—xdx

= —f X smmdx
B, =-34,36
B, =-17,18
B; =-11,45
B, =-8,39
Dengan demikian diperoleh
f(x) = x*

= 10,93005%X+2, 73c052L3X+1, 22co0s rx+0, 68cos4—zx+L

~34,36sin %X—l?,lsan ZLSX—n, 45sin 7x~8,39sin —4’:‘ L
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DERET SINUS FOURIER, DERET COSINUS FOURIER

Suatu fungsi f, y="f x terdefinisi pada selang —a<x<a dikatakan
fungsi genap jika f —x =f x dan dikatakan fungsi ganjil jika
f —x =—f x, dengan demikian dipenuhi

0 jika f fungsi ganjil

a
f (x)dx= 1.10
ffa () zfoaf(x)dx jika f fungsi genap (1.10)

Karena €OSX merupakan fungsi genap dan sinx merupakan fungsi

ganjil, maka persamaan (1.8) menjadi
Nz

== cos—xdx =— f(x cos—xdx 111
f f : (L11)
jika f merupakan fung5| genap, dan
:—f X)cos —xdx 0
jika f merupakan fungsi ganjil, dan
1 pC . nr
b, _Effc f (x)sin Exdx_o
jika f merupakan fungsi genap, dan

b :—f sm —xdx_—f f sm ?xdx (1.12)

jika f merupakan fungsi ganjil.

Selanjutnya, jika f merupakan fungsi periodik dengan periode 2C dan
juga merupakan fungsi genap, maka perderetan Fourier (1.7) untuk fungsi f
tersebut menjadi

A nz
X =—+ a, Cos—X 1.13
5+, C0S (1.13)

dengan a,, n=0,1, 2,..., diperoleh dari persamaan (1.11).

Jika f merupakan fungsi periodik dengan periode 2C dan juga
merupakan fungsi ganjil, maka perderetan Fourier (1.7) untuk fungsi f
tersebut menjadi

f x=>h, sinnc—”x (1.14)



® MATA4431/MODUL 1 1.1

dengan b,,n=12,..., diperoleh dari persamaan (1.12).
Jika fungsi f, y=f X terdefinisi pada selang 0,C , dan selanjutnya
didefinisikan fungsi f;, fungsi periodik dengan periode 2C,
fi x=f —x,-C<x<0
=f x, 0<x<C
berarti f; merupakan fungsi genap, sehingga perderetan Fourier untuk
fungsi f; berbentuk

= nz
f, x :&+ a, C0S— X.
! 2 Zzll "

Karena f;(x)=f Xx , 0<x<C, maka diperoleh

f x :iJrZan cos™x, 0<x<C (1.15)
2 4 C
dengan
2 rC nz
a”_Efo f(x)cosFde, n=012,... (1.16)

Persamaan (1.15) disebut perderetan Cosinus Fourier untuk fungsi f,
y=f x , 0<x<C.

Dengan cara yang sama, didefinisikan fungsi f,, fungsi periodik dengan
periode 2C,
f, x=-f —x, -C<x<0
= f x, 0<x<C
berarti f, merupakan fungsi ganjil, sehingga perderetan Fourier untuk
fungsi f, berbentuk
> . nx
f, x = bysin—x.
n=1 C
Karena f, x =f X untuk 0<x<C, maka diperoleh

f x :ansinnc—”x, 0<x<C (1.17)
n=1



1.12 METODE MATEMATIS | @

dengan
2 rC . Nhr
bn_EJ; f(x)smExdx. (1.18)

Persamaan (1.17) disebut perderetan Sinus Fourier untuk fungsi f,
y=f x ,0<x<C.

Contoh 1.3 Sajikan fungsi f X =z —X, 0<x<7z dalam bentuk deret
Cosinus Fourier.

Penyelesaian:
aozgj;ﬁ(ﬂ—x)dx:ﬂ

T

a, :%Lﬁ(n—x)cosnxdx

_21-(-1)’
_;n—z
a,, =0
a2n+1:%
7r(2n —i—l)

Deret Cosinus Fourier untuk f X =z —X adalah
7 & 4 cos 2n+1 X
T—X=—+ —_— —2
2 7 2n+1

Contoh 1.4 Sajikan fungsi f X =x?, 0<x<1 dalam bentuk deret Sinus

Fourier.

Penyelesaian:
1 -
b, :2]2) x?sinnzxdx

(-1 (2-n’2?)-2

n 73

=2
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Deret Sinus Fourier untuk f X =x? adalah
o 1" 2-n*z% -2
sinnzX.

S :22 n373

g\% LATIHAN

Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di atas,

kerjakanlah latihan berikut!
1) Ekspansikan fungsi f X =2—X untuk O<x<4, f X =x—6 untuk

4<x<8, dalam bentuk deret Fourier dengan periode 8.

2) Ekspansikan fungsi
1 0<x<7/

f x=
0, %<XS7Z

ke dalam bentuk deret Sinus Fourier.

3) Tentukan ekspansi deret Fourier untuk fungsi

0, -2<t<-1
it o 1+t, -1<t<0
] 1-t, o<t<1
0, 1<t<2
Petunjuk Jawaban Latihan
) f x :E{cosﬂ—x+icos%+ic035ﬁ—x+L}
7[2 4 32 2 4
w 1—-cossz

2 2 .
2) f x=—)» —=sinnx
AN



1.14 METODE MATEMATIS | @

l a,= 4 untuk n=1,3,5,..., a, = 8 untuk n=2,6,10,...,
2’ n?z? n?xz?
=0 untuk n=4,8,12, dan b, =0 untuk n=1,2,3,...

=
=__\<§ RANGKUMAN

Setiap fungsi f, y=f X merupakan fungsi periodik dengan
periode 277 dapat disajikan dalam bentuk deret Fourier:

G ~ ;
f x =22+ a,cosnx+b,sinnx

n=1

dengan

a, :%fi f (x)cosnxdx, n=1,2,...

1 p7 .
bn:;f,,, f (x)sinnxdx, n=1,2,... .

Jika fungsi f,y=f X merupakan fungsi periodik dengan
periode 2C, maka ekspansi deret Fouriernya berbentuk

=—+Z{a cos % x+b smnC x}

:—f cos—xdx n=0,1,2,..

:—f sm—xdx n=1L12,..
atau dapat pula disajikan sebagal

1 pL+2c nr
0 _EfL f(x)cosgxdx, n=12,..

h _EfL f(x)sm?xdx, n=12,...

dengan L konstanta.
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Jika fungsi f, y=1f X terdefinisi pada selang O<x<L dan juga

kontinu (kontinu bagian demi bagian), maka ekspansi deret Cosinus
Fouriernya berbentuk:

f x :@+Zancosn—”x,0§st
2 = C
dengan
2 rL nz
a,=— | f(x)cos—xdx, n=0,12,...
n Lj;) ( ) L 1 1= &y
dan ekspansi deret Sinus Fouriernya berbentuk
> . Nz
f x=)»b sin—x,0<x<L
2y
dengan

2 rL .. n
b”:Efo f(x)smTﬂxdx, n=12,..

g TES FORMATIF 1

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat!

. . 0,-5<x<0 . o
1) Jika fungsi f x = fungsi  periodik  dengan
3, 0<x<5
periode 10 diperderetkan ke dalam bentuk deret Fourier, maka
koefisien-koefisiennya adalah ....

3 1-cosn
A. a3=3;, a,=0, n=0; bn:—”, n=12,3 K
Nz
3 1-cosn
B. an :O, n:0,1’2,._.; bn :—ﬂ-’ n:1,2,3,"_
Nz
3 1-cosnz
C. 9y=3 a,=—,n=12,...;b,=0,n=12,3 K
Nz
3 1-cosn
D. anz—”, N=0,12,...; b, =0,n=12,3,...

Nz
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Ekspansi deret Fourier fungsi f X pada soal nomor 1 adalah ....

* 3 1-cosn
A f x =Z—”cosn—”x
o nz 5
*® 3 1-cosn
B. f x :—+Z d cosn?”x
°°31—cosn7r .
C. f x= —smn—ﬂx
) nz 5

n
® 3 1-cosn
D f x Zg T . nmw

Z— sm?x

n=1 Nz

Berdasarkan jawaban soal nomor 2, deret di ruas kanan konvergen titik
demi titik ke f X , danuntuk X=0 deret tersebut konvergen ke ....

A 0

B
C.
D

Wi WP lw

Ekspansi deret Sinus Fourier fungai f X =cosx, 0 < X< adalah ....

A. = sin 2nx
Z2n+
B. =— sin 2nx
Z_;Zn
C. f x =§ 2n sin 2nx
To4nc -1
D. f x :E n sin 2nx

mi4n? +1
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Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 1
yang terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawaban yang benar.
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 1.

Tingkat penguasaan = Jumlah Jawaban yang Benar x100%
Jumlah Soal

Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali
80 - 89% = baik
70 - 79% = cukup
<70% =kurang

Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat
meneruskan dengan Kegiatan Belajar 2. Bagus! Jika masih di bawah 80%,
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar 1, terutama bagian yang
belum dikuasai.
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KEGIATAN BELAJAR 2

Integral Fourier

qpada kegiatan belajar ini dibahas ekspansi suatu fungsi dalam bentuk
integral Fourier. Integral Fourier merupakan suatu integral tak
sebenarnya yang merupakan bentuk pendekatan suatu fungsi, dengan
demikian kegiatan belajar ini didasarkan pada integral tak sebenarnya dan
juga kekonvergenan integral tak sebenarnya.

FORMULA INTEGRAL FOURIER

Sebagaimana telah dipelajari, apabila diberikan fungsi f, y= f(x),
terdefinisi pada selang (—c,c) dan juga merupakan fungsi periodik dengan
periode 2c, maka fungsi f dapat diperderetkan dalam deret fourier sebagai

f(x):%+z a, cosnx+hy, sinnx
n=1
dengan
1 px=c f q
% =" (x)dx
a, :l = f(x)cosn—ﬂxdx
CJx=-c c

1 px=c . N
b, _Ej;ffc f(x)smedx

atau dapat disajikan sebagai
1 px=c 13, = Nz
(0= 50 ), O3 [ T@osCE e, @9

Apabila fungsi f terdefinisi dan memenuhi kondisi di atas untuk setiap
interval, untuk setiap nilai ¢ cukup besar tetapi berhingga, maka deret

1 px=c 1, px=c Nz
Zﬂ_cf@)df+g§ 1 t@eosZ ey de

konvergen ke f(X).
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Hal di atas menunjukkan suatu gambaran bahwa deret tersebut
konvergen untuk ¢ cukup besar dekat pada tak hingga, dan fungsi f bukan
fungsi periodik. Dalam hal ini suku pertama dari deret bernilai nol,

21(: f(§)d.§ 0, untuk c—oo, karena fX:_OO f(£)de

mempunyai nilai berhingga.

Selanjutnya diambil Au:Z dan deret di atas dapat disajikan sebagai
c

1 X=C
=% Auf f(&)cos(nAv(E—x))dE, c=——
T X=—c¢ Av
atau dapat pula disajikan sebagai
1 X=C
= [f f(g)cos(nAu(g—x))dg] Av, c=2-
g \Jx=-—c Av
Misalkan x diangap tetap, dan Av positif cukup kecil, maka nAv
berjalan sepanjang sumbu o positif, dengan demikian diperoleh

. V4
lim — =o dan
Av—>0 A

2 im Z [fx_ccf(§)cos(nAu(§—x))d§] Av

T Av—

=L r@eostoe -y

Vs ¢=
Sehingga diperoleh hubungan

1 po=x pé=co
f)=— I fg ~ f(@cos(o(E—x)dédv (1.20)
yang dikenal sebagai formula integral Fourier untuk fungsi f (x).

Formula integral Fourier untuk fungsi f(x) sebagaimana disajikan
dengan persamaan (1.20) mudah dijabarkan menjadi

0= [ "[Aw)cosux + B)sinox] dv, —oo<x<oo (121)
Av) = i fg i:_O; f (&) cosvEdé (122)
B() = % [ fj; f(&)sinvzde. (1.23)
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Contoh 1.5 Bila diberikan fungsi f(x)=e®, tentukan bentuk integral
Fourier untuk fungsi f (X) tersebut.

Penyelesaian: Formula integral Fourier disajikan sebagai
D=
t00=[ “TA@v)cosvx + B(v)sinux] do
v=0
dengan

1 pé=co
AlL) = = e® cosvéd
0)== [ e¥cosvzde

e (acoshv+bsinbu)

- a’+b?

1 pe= .
B(v) == e* sinvéd
0)== [ e¥sinvzde
e (asinbu—bcoshv)

a’+b?

sehingga diperoleh
= | % (acoshv+bsinb e? (asinbv—bcosh
ax _ Y [ (acosbu +bsinbu) COSUX + ( v v) sinox | do.

e
a?+b? a2 +b?

v=0

Contoh 1.6 Tentukan formula integral Sinus Fourier untuk fungsi
1, 0<x<c

f x = i,x:c
2

0, x>c.

Penyelesaian: Fungsi f dapat dianggap sebagai fungsi ganjil, sehingga
formula integral Sinus Fourier untuk fungsi f tersebut adalah

2 (o o ) )
f(x):;ﬁfo f (t) sin At sin Ax dtd A

:%fooo[foxf(t)sinﬁ,t dt

sinAxdA.
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00 . c . 00 .
J; f(t)sm/ltdt:fof(t)5|n/1tdt+j; f (t)sin At dt

= fcsin At dt
0

_1-cosic
—
Dengan demikian formula di atas menjadi

2 r~l—cosAc .
f(Xx)=—| ————sinAxdA.
(x) ﬂj; ~— sin x

Contoh 1.7 Tentukan formula integral Cosinus Fourier untuk fungsi

f x =e *cosx, x>0.

Penyelesaian: Fungsi f, f x =e ™ cosx x>0, dapat dianggap

sebagai fungsi genap, sehingga formula integral Cosinus Fourier untuk fungsi
tersebut adalah

2 00 0O
f(x):;fofo f (t) cosAt cosAx dt dA

2 oo
- J;

J; f (t) cos At dt

cosAx dA.

fooo f (t) cosAt dt

= Lwe’t cos t cos At dt
1 poo _
:E]; e '[cos (14 A)t + cos (1 A)t] dt

1o 1 o

_Efo e cos(1+/1)tdt+§fo e 'cos(1—A)t dt
1

1+ (1-4)

1 B!
2
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Dengan demikian formula di atas menjadi
2
f(x):gfoonrﬂ4 cos Ax dA.
7J0 441
Formula integral Fourier untuk fungsi f(x) sebagaimana disajikan
dengan persamaan (1.20),

1 v=00 p&=c0
) ==f [, T@cosw-x)ddo
dapat pula disajikan sebagai
Y el (£~ x)
f(x)_zﬂj;zo fg}wf(rf)e dédo. (1.24)

Apabila f(x) tidak kontinu di x, maka persamaan (1.24) disajikan

sebagai

fxH0)+f(x=0) 1 pu=c pi=co N
() ~ 5 _ng:o fg,:_xf(r:)e ENdgdo (1.25)

dan apabila f(X) suatu fungsi genap maka persamaan (1.20) menjadi

2 puv=c0 pf=cxc
f(x) = ;fu:o fgzo f(£)cosvé cosvx dédv, —oco<x<oo (1.26)
dan apabila f(X) suatu fungsi ganjil maka persamaan (1.20) menjadi

f(x) :%fl:mfé:)m f(&)sinvg sinvx dédo, —oco<x<oo. (1.27)

Catatan:
f(x+0)= lim f(x+Ax) limitkanan
AxX—0

f(x=0) = lim f(x—2x) limit kir

Contoh 1.8 Buktikan bahwa

V=00 COSULX T _
f do==e"*, x>0.

v=0 1?11 2
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Bukti: Misalkan f(x) =e™, mudah ditunjukkan bahwa f (x) suatu fungsi
genap, maka berdasarkan formula integral Fourier diketahui

f(x)= %LUOOC‘/;EOOO f (&) cosuvé cosux dédu.
Dengan demikian diperoleh
2 [u=00 pé=o0 . x
—J L:o e ° cosvé cosvx dédv = e
Mudah ditunjukkan bahwa
ffzoce’f cosvE d& =
E=0

sehingga

1
0?2 +1

v=00 r&=o0 _ 2 [v=00COSULX _
f , € ¢ cosvé cosux dédv = = do=e*
E—|

rdv=0 p? 41

2
7w Jo=0
terbukti
2 =00 COSULX _
— > do=e*
rJv=0 p*+1

atau
fu:oo COSLX Ty

v=0 241 2

Selanjutnya teorema di bawah ini membuktikan bahwa untuk
setiap f(X) suatu fungsi kontinu bagian demi bagian pada selang berhingga

f (X, +0)+ f (%, —0)
2

maka fungsi f(X) juga dapat disajikan dalam bentuk formula integral

Fourier.

dan untuk setiap titik diskontinu X, dipenuhi f(x,)=

Teorema 1.1 Misalkan f suatu fungsi kontinu bagian demi bagian pada setiap
selang berhingga dan untuk setiap titik diskontinu X, berlaku

+ -
fxg +f %

f x, =
0 2
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Jika foo|f(x)| dx ada, maka untuk setiap x, fg(x) dan f/ x ada,
—00
fungsi f dapat disajikan dalam bentuk formula integral Fourier:

f f ) cos A(t—x)dt d 2 (1.28)

dengan fg dan f berturut-turut menyatakan derivatif kanan dan derivatif
kiri fungsi f.

Bukti: Ditinjau integral
f f )cos A(t—x) dtdA = Ilmf f (t)cosA(t—x) dtd A

= lim f(t)[fo cos/l(tx)dﬂ] dt

p—oo J —00
im [ 1) S
f—oo0 —o0 t—x

dengan demikian diperoleh

f f JcosA(t—x)dt dA= Ilmf Wdt. (1.29)

Selanjutnya ditinjau integral

[ f(t)—smﬂ(t_x) dt = tim [ f(t) sint=x) o

—00 t—xXx a—ooY —a t—Xx
—lim [ £t )M dt
a—ooY —a t—X
+1im [T (t )Mdt .
a—oovY X t—X

Jika diambil substitusi z=x—t, diperoleh

f—a OMdt:foaﬂf(x_T) sin pr

t—x T

dan jika diambil substitusi 7=t — X, diperoleh

I f()m dt:an_Xf(err)Md

t—x T
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Didefinisikan fungsi g dan h, dengan

gr=Ff x—7 danhrz=Ff x+7 .
Dengan demikian diperoleh

g 0" =f x-0 dan h 0" =f x+0
dan

gr 0" =f’' x dan h; 0" =f§ x
dengan f/ x dan fg X berturut-turut menyatakan derivatif kiri dan
derivatif kanan fungsi f.
Karena untuk setiap titik diskontinu fungsi f, namakan titik x, berlaku
f x" +f x”

2

atau dapat pula ditulis
P x+0+f x-0

2
berlaku untuk setiap x, dengan demikian diperoleh

\/:Zf(t)s"]f(%x)dt:\/‘*xf(t)wdt+ﬁaf(t)wdt

a —X t—x

a+x sin a-x sin
= fo 9(r) T,Br dr +j; h(z) ﬁﬁr dr

_ g(0+)ﬁa+x sin Br dr + fa+>< g(T)fg(OJr) sin pr de

T 0 T

+h<0+> foa—x sin fr dr+‘/;afx h(r)fh(0+)

T T

f x=

f x

sin fr dr .



1.26 METODE MATEMATIS | @

Selanjutnya untuk [ — oo diperoleh

||mf f(t)w dt=g(0 )Iimj;+ AT e ||mf+ Lg()sinﬁfdr

poscc t—x pco T posne

+h(0+) I|m fH sin Br dr + I|m f M sin grdr
)2l

) g(0")+n(0")
i 2

_ f(x—0)+f(x+0)

a 2

:ﬂf(X) .

Dengan demikian persamaan (1.29) menjadi

S [ f(t)cosa(t—x)dtda= lim ”f(t)wdt

p—o0 —oo t—x
im| tim [ () LX)
a—oo| f—ood —a t—Xx
=
=xf (X)

dan diperoleh
f f t)cos A(t—x)dtd A .

Contoh 1.9 Tentukan formula integral Fourier untuk fungsi f,

{1, |x|<1
f x =

0, |X|>1

dengan f()="f (—1)=% :
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Penyelesaian: Karena fungsi f merupakan fungsi kontinu bagian demi bagian
pada setiap selang berhingga dan untuk titik diskontinu X, =1 dan Xy =—

fxg+f xg
berlaku f X, :f,maka
f(x):fooo[A(/%)cos Ax+B(A)sin x| dA
dengan
A(/l):ifo:o f (x)cos Ax dx
11 p-1
== f Axd f Axd Axd
ﬂ[foc (x)cos Ax x+f ) cos Ax x+f x)cos Ax dx
1 pt
:;f_lcos Axdx
:isin/i
A
dan
1 poo ]
B(A)=— f Axd
(1) ﬂfioo (x) sin Axdx
1[ p-1
== f Axd f Axd Axd
ﬂffoo ()smxx+f )sin xx+f ) sin Axdx
1 p1 .
:;filsm/ixdx
=0.

Dengan demikian diperoleh
o 2 .
f(x)= — sinAcosAx dA
()= [ g
:Efoosmﬂ COS AX 4
A
Contoh 1.10 Tentukan formula integral Fourier untuk fungsi f,
0, x<0dan x>r
f (X)={ :
sinx, 0<x<r.
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Penyelesaian: Karena fungsi f merupakan fungsi kontinu bagian demi bagian
pada setiap selang berhingga maka formula integral Fourier untuk fungsi f
adalah

f(x)= [ " [A(2)cos ax+ B(2)sin Ax] d 2

dengan
1 poo .
B(A1)== f Axd
(1) ;;foo (x)sin Axdx
:—f sm/lxdx+ f f S|n/1xdx+ f sm/?,xdx
:—f sin X sin AXx dx
TJ0
1 T
:Ej; [cos(1+ A)x—cos(1— A)x]dx
_ 1sinl+A)z sinl-A4)x
27| 144 1-1
_ sin Ax
(1—12);r
dan

A(/i):—fOC f (x)cos Ax dx
:—f cosﬂx dx +— f f cos/ixdx+ f cos/ixdx

T -
:—f sin X cos Ax dx
T Jo

iﬁ”[sin (1+2)x+sin(1- 1) x] dx

1 cos(1+ )z cos (1—/1)7r+ 1 1
2 1+ 1 1—2 1+ 1 )
14cos Ax

B (1-2%)7
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Dengan demikian diperoleh
|14 cosAxz sinAr .
f(x)= —————— COSAX—-———5sinAx|dA
(>‘L @—zﬂn @—zﬂﬁ

_foocosﬂx+cos/17z COS X —Sin Az sin Ax 41
0 (1—12)7r

COSAX + % cos A(7 + x)+% cos A (7 —x)

—% cosA(z + x)+% cosA(z —x)[dA

foo COS AX +C0S A(7 —X) 42

1
rJo 1-22

Contoh 1.11 Tentukan formula integral Fourier untuk fungsi f,

0, x<0

1
f(x)=<=, x=0
(x) >

e, x>0.

Penyelesaian: Karena fungsi f merupakan fungsi kontinu bagian demi bagian
pada setiap selang berhingga maka diperoleh

f (x):Lm[ A(2) cos Ax+B(4)sin ix]d A
dengan

A(ﬂ):lfj; f (x) cos Axdx

v
fo f (x) cos Ax dXJrj;OC f (x) cos Ax dx

—00

;fo e~ " cosAx dx

1
_n@+4ﬁ
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dan
1 pee .
B(4)=— f Ax d
(1) ﬂfioo (x) sin Ax dx
1[ (o _ o0 .
= fioo f (x) sin Ax dx+j; f (x) sin Ax dx
1oy
—;j; e " sin Ax dx
A
)

Dengan demikian diperoleh

COSAX + L sin Ax|d A

o 1
Y o o1 7]

di.

foo COS AX+ A sin Ax
0 1+ 42

&_\\% LATIHAN
=

1
r

Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di atas,
kerjakanlah latihan berikut!

1) Tentukan representasi integral Fourier untuk fungsi

e, x<0
a f x= a>0
e ¥, x>0
1-x%, x° <1
b. f x=
0, x*>1
2) Tentukan representasi integral Fourier untuk fungsi
0, —o<t<l
-1 -1<t<0
f x =
1, O<t<1

0, 1<t<w
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3) Jika diberikan fungsi f(x)=0 untuk x<0, f(x)=e™ untuk x>0,
dan f O :%, maka buktikan bahwa fungsi f(X) memenuhi kondisi

formula integral Fourier, dan selanjutnya untuk setiap nilai x berlaku
1 pv=o cosvX+vsinvx
f)==[ ~—="—5—

dv, —co<x<00o.

7 Ju=0 1+0°
4) Pergunakan formula integral cosinus Fourier untuk membuktikan
_ 2 pv=c p? 42
e *cosx=— Z cosvxdo, x>0

rJv=0 p*+4

5) Pergunakan identitas Parseval untuk menentukan nilai integral
x=oco (X
S
[+
2

b. j;x__:o()(ZXTl)?_dx

Petunjuk Jawaban Latihan

2a [v=0 COSLX
X :—f do

v=0 @?4p?

b. f(x):ifU:mMcosvx do

T

T v=0 19)
2 pu=col—cosv .
2) f(x)—;j;zo —— sinvx do

5) Pergunakan transformasi sinus Fourier dan transformasi cosinus Fourier
untuk f(x)=e™*, x>0.

a.

NG N
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|

|

|

|

1]

)

Q RANGKUMAN
=

)

Apabila fungsi f terdefinisi dan merupakan fungsi periodik dengan
periode 2c untuk setiap interval, untuk setiap nilai ¢ cukup besar tetapi
berhingga, maka deret
L[ ety [ t@cos| (e —xae
— - CoOS|—(c—X
2CJ x=-¢ Crg vx=—=c c

konvergen ke f(X).

Hal di atas menunjukkan suatu gambaran bahwa deret tersebut
konvergen untuk ¢ cukup besar dekat pada tak hingga, dan fungsi f
bukan fungsi periodik.

Sehingga diperoleh hubungan

f09 == 77 [ t@eos(w(c-x)dzdv

yang dikenal sebagai formula integral Fourier untuk fungsi f (x).
Formula integral Fourier untuk fungsi f(X) mudah dijabarkan

menjadi
L=

f(x) = L:Om[A(u)cost + B(v)sinvx] dv, —co<x<oo
1 pé=x
Aw) =~ fg ~ f(Ocosvede
1 pé=cc .
B(U):;L _f(@sinvsde.

Selanjutnya apabila f suatu fungsi kontinu bagian demi bagian pada
setiap selang berhingga dan untuk setiap titik diskontinu X, berlaku

—+ -
fxg +f %

f x5 =
0 2

dan jika
f_oo | (x)| dx ada

maka untuk setiap x, fg(X) dan f/(x) ada, fungsi f dapat disajikan
dalam bentuk formula integral Fourier:

f(x):%j:ofz f(t) cosA(t—x)dtdA
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dengan fg dan f berturut-turut menyatakan derivatif kanan dan
derivatif Kiri fungsi f.

@ TES FORMATIF 2

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat!

1) Jika diketahui

2)

\/71‘ cosvxdu
\/7 cosvxdu

B. x COSUXdU
rf

C. f(x):gfu_ F (f)cosvoxdv

v=0
D. x \/_ f COSUXdU

Jika diketahui

. . o
f" f (x)cosvx dx_{ v, 0<v<
- 0, ov>1

maka ..

maka f X adalah....

2 1-sinx

A. —
X

2 1+sinx

B. —
X

2 1-cosx

C. —
X

2 1+cosx

D ——

71'X2
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3)

4)
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Dengan mempergunakan soal nomor 2 diperoleh nilai integral

-2

©SIN~ X

f = dx adalah ...
0

X

A
B.
C.
D.

NN N |\>|§|" N

Bentuk umum persamaan gelombang satu dimensi, jika sebuah senar
direntangkan dengan kedua ujungnya terikat, adalah ....

A 82y xt 1 82y ,t 0<x<L

& o 20
y 0,t =0 =y(L,1), t>0
y x,0=f x
oy x,0 , O<x<L
:g X
ot
B 62y X, t :i 62y x,t 0<x<L
a2 a? 120
y 0,t =0=y(L,1), t>0
y x,0 =0
oy x,0 , O<x<L
a9
c azy X, t 1 62y Xt 0<x<L
o o2 o 120
y 0,t =0 =y(L,1), t>0
y x,0 =f x
oy X0 0 , O<x<L

ot
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D 82y Xt 1 aZy x,t 0<x<L
X o2 ar | t=0
y 0,t =0 =y(L,1), t>0
x,0
y x,0 :O:ayat . O<x<L

Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 2
yang terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawaban yang benar.
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 2.

Jumlah Jawaban yang Benar
Jumlah Soal

Tingkat penguasaan = x100%

Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali
80 - 89% = baik
70 - 79% = cukup
<70% = kurang

Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat
meneruskan dengan modul selanjutnya. Bagus! Jika masih di bawah 80%,
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar 2, terutama bagian yang
belum dikuasai.
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Tes Formatif 1

1)
2)
3)
4)

D

A
B
C

METODE MATEMATIS | @

Kunci Jawaban Tes Formatif

Tes Formatif 2

1)
2)
3)
4)

B

c
D
A
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