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‘@E PENDAHULUAN

impunan sebagai koleksi (pengelompokan) dari objek-objek yang

dinyatakan dengan jelas, banyak digunakan dan dijumpai diberbagai
bidang bukan hanya dibidang matematika. Dalam kegiatan sehari-hari
banyak himpunan dipakai baik secara langsung maupun tidak langsung.
Dalam bidang matematika konsep himpunan dinyatakan dengan jelas agar
dapat dipelajari dan dikembangkan tanpa menimbulkan keraguan.

Teori himpunan merupakan landasan konsep matematika untuk relasi,
fungsi, urutan dan lain-lain yang banyak digunakan dalam analisa dan
geometri.

Modul ini terdiri dari dua Kegiatan Belajar. Dalam Kegiatan Belajar 1,
Anda mempelajari konsep himpunan dan operasi-operasi untuk himpunan.
Teorema-teorema yang menyangkut operasi-operasi himpunan diberikan
yang disertai dengan beberapa bukti teorema.

Dalam Kegiatan Belajar 2, Anda mempelajari gabungan, irisan dan
perkalian kartesis himpunan-himpunan sebarang. Konsep gabungan, irisan
dan perkalian Kkartesis untuk himpunan diberikan disertai dengan
contoh-contoh dan teorema-teorema yang menyangkut operasi-operasi
tersebut.

Setelah mempelajari modul ini, diharapkan Anda memiliki kemampuan
untuk memberikan konsep-konsep dan teorema-teorema yang menyangkut
himpunan.

Secara lebih terinci, setelah selesai mempelajari modul ini diharapkan
Anda dapat:

1. menentukan himpunan dengan menggunakan operasi-operasi himpunan;

2. menentukan gabungan dan irisan himpunan-himpunan sebarang yang
banyaknya berhingga atau tak hingga;

3. menentukan perkalian kartesis untuk beberapa himpunan dengan
menggunakan definisinya;

4. menentukan operasi himpunan yang berkaitan dengan gabungan, irisan,
dan perkalian kartesis.
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KEGIATAN BELAJAR 1

Himpunan dan Operasi untuk Himpunan

@alam Kegiatan Belajar 1 ini Anda mempelajari konsep himpunan,
jenis-jenis himpunan dengan contoh-contohnya. Selain itu, diberikan
juga operasi-operasi untuk himpunan yang memperluas pengetahuan Anda
mengenai himpunan.

Himpunan adalah koleksi (pengelompokan) objek-objek yang
dinyatakan dengan jelas. Sebagai contoh:
1. Himpunan semua mahasiswa dari Jakarta.
2. Himpunan semua bilangan bulat.
3. Himpunan huruf dari a sampai j.

Himpunan dituliskan dengan huruf besar A, B, C, D dan seterusnya disertai
dengan keterangan atau penjelasan (ciri-ciri) dari objek-objek yang di
dalamnya. Sebagai contoh

A= {x| penjelasan (ciri-ciri) x atau keterangan tentang x} .
Sebagai ilustrasi:

M = {x| x mahasiswa dari Jakarta |

Z ={x| x bilangan bulat]
A

{x| xhuruf dari a sampai j}

={a,b,c,d,e, f,g,h,i, j}.
Kita tulis X € A menyatakan x anggota (elemen) A dan X ¢ A jika x bukan
anggota A.

Himpunan yang tak mempunyai anggota disebut himpunan kosong,
dinyatakan dengan notasi & .

Contoh 1.1.1:
%) ={x‘ x bilanganaslidengan x* = 2}
%) ={x| X orang yang tingginya> 20 meter}
%) ={x‘ x? < O}.



® MATA4101/MODUL 1 1.3

Perhatikan bahwa & #{}, {} adalah himpunan yang terdiri dari satu
elemen yaitu himpunan kosong & .
Himpunan-himpunan bilangan yang terkenal adalah:

N ={1,2,3,4,5,...} = himpunan semua bilanganasli,

Z ={0,+1,+2,%3,...} = himpunan semua bilangan bulat,
Q= {%| p,qbilangan bulat, q = 0} = himpunan semua bilangan rasional

R = himpunan semua bilangan real.
Dua himpunan A dan B dikatakan sama, ditulis A= B, jika kedua himpunan
mempunyai anggota-anggota yang sama.
Himpunan A dikatakan himpunan bagian dari himpunan B, ditulis Ac B,
jika setiap anggota A juga anggota B.
Contoh: {1,2} ={1,2,3}; Nc Z.
Kita katakan A himpunan bagian sejati dari himpunan B, ditulis Ac B atau
AcB, jika Ac B tetapi A=B.

#

Jelas bahwa:
(i) A=B jikadanhanyajika AcB dan BC A.
(ii) Jika AcB dan B C maka AcC.

Teorema 1.1.1 Untuk setiap himpunan A berlaku:
i) DA,
(i) AcCA.

Himpunan A dikatakan himpunan hingga jika banyaknya anggota A adalah
berhingga; dikatakan tak hingga jika banyaknya anggota A adalah tak hingga.

Contoh: A:{1,2,3,4,5} adalah himpunan hingga dan himpunan bilangan

asli &V adalah himpunan tak hingga.
Himpunan kuasa dari himpunan A, ditulis £(A), adalah koleksi semua
himpunan bagian dari A.

Contoh 1.1.2:
1) A={L2,3,4} .
2(A) ={2.{3{2}. {3+ {4+{1. 23 {1 3}.{1. 4}.{2, 3} {2, 4} {3, 4},
{1,2,3}{1,2,4}{1,3,4},{2,3,4} {1, 2,3, 4}} .
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2) Untuk himpunan A yang terdiri dari n anggota, dapat diperlihatkan
bahwa £(A) mempunyai 2" elemen.
3) Untuk himpunan bilangan asli &V, £ (/) adalah himpunan tak hingga.

Perhatian 1.1.1 :
i) Jika Bc A maka Be2(A).

i) Jika ac A maka {a}c A dan {a} e P(A).

OPERASI UNTUK HIMPUNAN

Untuk dua himpunan, kita dapat melakukan operasi-operasi tertentu
sehingga menghasilkan himpunan lain seperti operasi penjumlahan dan
perkalian untuk bilangan bulat. Kita sebut < sebagai himpunan semesta,
dimana setiap himpunan yang dibicarakan (ditinjau) adalah himpunan bagian
dari </ .

Definisi 1.1.1 Misalkan Ac </ dan Bc .

a) Gabungan dari himpunan A dan B, ditulis A\ B, adalah himpunan
yang memuat elemen-elemen di A atau di B atau ada di keduanya.
Jadi

AuB={x|xaAatau XGB}.

b) Irisan dari himpunan A dan B, ditulis AM B, adalah himpunan
yang memuat elemen-elemen di A dan di B.
Jadi

AnB={x|xeA dan xeB}.
c) Himpunan A dan B dikatakan saling lepas (disjoint) jika ANB
adalah himpunan kosong.

lustrasi dari ketiga operasi di atas diberikan dalam gambar berikut, yang
dikenal sebagai diagram Venn.

U U U

L))

J 4

Diagram A UB Diagram AN B Diagram A dan B
saling lepas
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Perhatian 1.1.2 Jika himpunan yang dibicarakan sudah jelas maka himpunan
semestanya tidak perlu disebutkan lagi.

Contoh1.13 A={12,34,56,7,8}; B={34,5,6,7,8,9,10,11} .
Maka AUB={12,34,56,7,8,9,10,11} ; AnB={34,56,7,8}.

Contoh 1.1.4 A={X|2SX<4}; B={3<x<7}.
Maka AUB={x|2<x<7}; AnB={x|3<x<4}.

Contoh 1.1.5 </ adalah himpunan orang Indonesia.
A:{x| Xed, X berumurlebithtahun};

B= {x| X e, x berumurkurang 20tahun} .
Maka AUB = {x| X e} =4 ; dan

ANB= {x| X € 9, X berumur antaral0tahun dan 20tahun} .

Contoh1.1.6 A= {X| 2<X< 3}, N himpunan bilangan asli.
Maka ANN =, atau Adan N saling lepas.

Di bawah ini diberikan teorema yang menyangkut operasi himpunan.

Teorema 1.1.2 Untuk himpunan-himpunan Ac 9/, Bc 9 dan C c <,
berlaku:

a) Avau=a

b) A=A

c) AUB=BUA

d Anau=A

e) An=Y

fy AnB=BnA

g YcANBcAcCAUB

hy Au(BuC)=(AuB)uC

i) AUBNC)=(AuB)N(AUC) (hukum distributif)
i) An(BNC)=(AnB)NC

kil An(BUC)=(AnB)U(ANC) (hukum distributif)
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Bukti: Sebagai latihan, Anda buktikan a) s/d g).
h) Menunjukkan Au(BuUC)=(AuB)uUC.

(=) Akan diperlihatkan Au(BuUC)c (AuB)UC.
Ambil xe AU(BUC), x sebarang. Maka x€ A atau xe BUC.

Ini memberikan xe A atau XeB atau xeC, yang berarti
xe AUB atau xeC.
Jadi xe (AuB)UC dan Au(BUC)c(AuB)uUC.

(<) Akan diperlihatkan (AuB)UC c Au(BUC).
Ambil xe (AuUB)UC, x sebarang. Maka x€ AU B atau xeC.

Ini memberikan x € A atau xe B atau xeC, yang berarti xe A
atau xe (BuC).

Jadi xe AU(BUC) dan (AuB)UC cAu(BUC).

i) Menunjukkan AU(BNC)=(AuB)n(AUC).
(=) Akan diperlihatkan AU(BNC)c (AuB)n(AULC).
Ambil xe Au(BNC), x sebarang. Maka x € A atau xe BN C.
Jika xe A maka xe AUB dan xe AUC.
Jadi xe (AUB)N(AUC) dan AU(BNC)c (AuUB)N(AUC).
(<) Akan diperlihatkan (AUB)N(AUC)c Au(BNC).
Ambil xe (AuB)N(AUC), x sebarang. Maka xe AU B dan

Xxe AUC. Ini memberikan Xxe A atau XeB dan xe A atau
x € C, sehingga diperoleh X € A atau X B dan x e C . Ini berarti
xe Au(BNC).Jadi (AuB)n(AuC)c Au(BNC).

i)  Menunjukkan An(BNC)=(AnB)NC.
(=) Akan diperlihatkan AN (BNC)c (AnB)NC.
Ambil xe An(BNC), x sebarang. Maka x€ A dan xe BN C.

Ini memberikan xe A dan XeB dan xeC, sehingga didapat
xe(AnB)NC.Jadi An(BNC)c(AnB)NC.

(<) Akan diperlihatkan (AnNB)NC c An(BNC).
Ambil xe (AN B)NC, x sebarang. Maka xe AN B dan xeC.

Ini memberikan X A dan xe B dan xeC, sehingga diperoleh
xe An(BNC).Jadi (AnB)NnCc An(BNC).
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k) Menunjukkan AN (BuUC)=(AnB)U(ANC).
(=) Akan diperlihatkan AnN(BUC) < (ANB)U(ANC).
Ambil xe An(BwWC), x sebarang. Maka xe A dan xe BUC.
Ini memberikan X A dan (xe B atau xeC), sehingga didapat

Xe A dan xeB atau xe A dan xeC. Jadi xe AnB atau
xe AnNC, vyaitu xe(AnB)U(ANC) dan diperoleh

ANn(BUC)c(ANnB)U(ANC).
(<) Akan diperlihatkan (ANB)U(ANC)c An(BuUC).
Ambil xe (ANB)U(ANC), x sebarang. Maka x€ AN B atau

xe ANC. Ini memberikan xe A dan xeB atau xe A dan
X € C, sehingga diperoleh xe A dan (xeB atau xeC), yang
berarti xe An(BuwWC).Jadi (AnB)U(ANC)c An(BUC).

Definisi 1.1.2 Misalkan Ac </ dan Bc .

a) Selisih himpunan A terhadap B, ditulis A—B, adalah himpunan
elemen-elemen di A yang tidak termuat di B; jadi

A—B:{x|XGAdan xeB}.
b) Komplemen dari A, ditulis A, adalah 2 — A; jadi A={x|xg A}.

c) Selisih simetris dari dua himpunan A dan B, ditulis A+ B, didefinisikan
sebagai
A+B=(A-B)u(B-A).

Diagram Venn untuk himpunan-himpunan di atas diberikan sebagai
berikut .

U U U

A ‘l//
lih lib )

Diagram A — B Diagram A Diagram A +B
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Contoh1.1.7 /= {n| nasli,1<n< 20} .

A:{L 2,3,4,5, 6,7,8,9,10} ;B :{5,7,8,10,1L12,13}.
Maka
A—B:{L2,3,4,6,9}; B—A:{11,12,13}

A={11,12,1314,15,16,17,18,19, 20}
B={1,2,34,6,9,14,15,16,17,18,19, 20}
A+B={1,2,34,6,9111213}.

Contoh1.18 % =R; A={x|x215}; B={x|x<20}.
Maka
A-B={x|x> 20} =(20,)
B— A={x|x<15} =(—,15)
A={x| x<15} = (0,15) ; B ={x| x> 20} = (20, )
A+B={x|x<15 atau x> 20} = (—o0,15) U (20,0).

Contoh1.1.9 U =R: A={X|X€Z, leO}; B:{X|XER, x<20}.
Maka

A-B={x|xeZ, x>20}

B-A={x|xe R, x<20 dan x¢{10,11,12,13,14,15,16,17,18,19}}

A={x|xeR, xe{011121314,.}}; B={ x ® 2
A+B={x|xeZ, x=20}u{x|xe R, x<20 dan

x#{10,11,12,13,14,15,16,17,18,19}}
Di bawah ini diberikan teorema yang menyangkut komplemen

himpunan.

Teorema 1.1.3 Untuk himpunan A c </ dan B < < berlaku:
Q) AUA=w

by ANA=C

C) D=
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f)
9)

AUB=ANB (Dalil De Morgan)
ANB=AUB (Dalil De Morgan)

Bukti: Anda buktikan sendiri untuk (a), (b), (c), dan (d) sebagai latihan.

€)

f)

9)

Dibuktikan A= A.
(=) Akan diperlihatkan Xg A.

Ambil xe A. Maka x¢ A. Jadi x€ A dan Ac A.
(<) Akan diperlihatkan Ac A.

Ambil x e A. Maka x ¢ A dan ini memberikan XEX. Jadi Agi.

Akan ditunjukkan AUB=ANB.
(=) Akan diperlihatkan AUBc ANB.
Ambil xe AUB . Maka X AU B . Ini berarti X¢ A dan Xx¢B .
Ini memberikan X € A dan x € B sehingga diperoleh x e ANB.
(<) Akan ditunjukkan ANB < AUB.
Ambil xe ANB. Maka XxeA dan XeB. Ini memberikan
X ¢ A dan x ¢ B sehingga didapat X ¢ AU B atau x e AUB.
Jadi ANBc AUB.

Akan ditunjukkan ANB=AUB.

(=) Akan diperlihatkan ANBc AUB .
Ambil xXe AnB. Maka X¢ ANB. Ini berarti X¢ A atau
X & B . Ini memberikan X € A atau X € B sehingga xe AUB.
Jadi ANBc AUB.

(<) Akan diperlihatkan AUB = ANB.
Ambil xe AUB. Makaxe A atau X e B . Ini berarti x& A atau
X & B . Ini memberikan X ¢ AN B atau xe ANB.
Jadi AUBc ANB.
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Teorema berikut menyangkut selisih dua himpunan.

Teorema 1.1.4 Diberikan dua himpunan A dan B. Maka
a) A-J=A.

by O-A=0.

c) A-B=AnB.

d) AcB jikadan hanyajika A-B=O.

e) Jika AcB maka A—-CcB-C.

Bukti: Bukti untuk (a), (b), (¢) Anda kerjakan sendiri sebagai latihan.
c) Diperlihatkan A—B=ANB.
(=) Akan ditunjukkan A-Bc ANB.
Ambil Xxe A—B, x sebarang. Maka Xe A dan x¢B. Ini
memberikan x e A dan xeB.Jadi xe AnB dan A—-Bc AnB.
(<) Akan diperlihatkan ANB < A—B.
Ambil xe ANB, x sebarang. Maka Xxe A dan xeB. Ini
memberikan x € A dan x¢ B atau xe A—B .Jadi AnBc A-B.

d) Diperlihatkan AcB< A-B=J.
(=) Akan ditunjukkan jika Ac B maka A-B=J.
Karena Ac B maka AN B =@ dan dari (c) didapat A~-B =3 .
(<) Akan ditunjukkan jika A—B = maka AcB.
Dari hubungan (c) didapat A B = . Ini memberikan jika x € A
maka X ¢ B atau xe B .Jadi AcB.

Teorema berikut menyangkut selisih simetris himpunan.

Teorema 1.1.5 Untuk setiap himpunan A dan B berlaku:
a) A+A=0

by A+J=A

c) A+B=B+A

d (A+B)+C=A+(B+C).
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Bukti: Bukti a), b), dan c) diperoleh langsung dari definisi A+ B .

d (A+B)+C=((A+B)-C)u(C—-(A+B))
A+(B+C)=(A-(B+C))u((B+C)-A)
Ambil x e (A+B)+C, x sebarang.
Maka xe(A+B)-C)u(C-(A+B)). Ini memberikan
xe(A+B)-C atau xeC—-(A+B). Jika xe(A+B)—C, maka
XxeA+B dan x¢C. Ini berarti xe(A—B)U(B—A) dan xgC.
Dengan demikian X e (A—B) dan x¢C atau xe(B—A) dan x¢C.
Jika xe (A—B) dan x¢C maka xe A dan x¢ B dan x¢C .
Ini memberikan x € A dan x¢ BuUC, yaitu Xe A—(BUC) sehingga
xe A—(B+C).
Jika xeB—-A dan x¢C maka xeB dan x¢ A dan xgC. Ini
berarti X e B—(AwC) . Dengan demikian xe (B+C)—A.
Jadi xe A—(B+C) atau xe(B+C)—A.
Ini berarti Xxe (A—(B+C))u((B+C)—A) atau xe A+(B+C).
Jika xeC—(A+B), maka xeC dan x¢& A+B. Ini berarti xeC
dan xg(A-B)u(B-A) sehingga xeC-(A-B) dan
xeC—(B-A) atauditulis xe(C—(A-B))n(C—(B-A)).
Dengan demikian x e (A—(B+C))u((B+C)—A) atau xe A+(B+C).
Jadi (A+B)+Cc A+(B+C).

Sebaliknya, ambil X A+ (B+C).

Maka xe A—(B+C) atau xe(B+C)—A. Jika xe A-(B+C)
maka XeA dan xg¢B+C. Ini berati xe A—(B—C) dan
xe A—(C—-B) atau xe(A—(B-C))n(A—-(C-B)).

Dengan demikian X (A+B)+C.

Jika xe(B+C)—A maka xeB+C dan xgA. Ini berarti
xe(B-C)u(C—-B) dan x¢ A. Dengan demikian x€ B—C dan
Xx¢ A atau xeC—-B dan xe A. Ini memberikan xe(B—-C)—-A
atau Xe(C—B)—A. Jadi xe(A+B)+C sehingga diperoleh
A+(B+C)=(A+B)+C.
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lHustrasi dari himpunan-himpunan yang muncul dalam pembuktian dapat
dilihat di bawah ini.

(A+B)+C=A+(B+C)

E\% LATIHAN

1)

2)

3)

Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di atas,
kerjakanlah latihan berikut!

Untuk setiap himpunan A dan B berikut, tentukan ANB dan AUB .
a) A={ab,cd}; B={cd,.e f, g}

b) A:{XGR|X<O}; B:{XER|XZO}
o) A={1,23{,2}{L2,3}}; B={2{L2}{1.3}}.

Gunakan diagram Venn untuk memberikan ilustrasi hubungan berikut.
a) AuBcC
by AcBuC.

Buktikan pernyataan berikut.

a) Ac B jikadan hanyajika (<) AuB=B

b) AcB< AnB=A

c) Jika AcBUC dan AnB=C maka AcC

d) Jika AcC dan BcC,maka AuBcC

e) Jika AuUBcCuD,CcA dan AnB=Y ,maka B D.
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Buktikan:

a) 2(AnB)=2(A)n2(B)

b) 2(A)uP(B)cP(AuUB). Berikan contoh bahwa kebalikannya
tidak berlaku.

Perlihatkan bahwa

a (Au(BNnC)nC=(AuB)nC

b) (A-B)-C=(A-C)-(B-C)

¢c) (AuB)Nn(CuD)=(ANC)U(AnD)u(BNC)u(BND)

Petunjuk Jawaban Latihan

1)
2)
3)

U1
~

Gunakan definisi irisan dan gabungan.

Gunakan diagram Venn.

(a) dan (b) gunakan definisi U, ndan <.

(c) ambil xe A dan perlihatkan x € C dengan mengingat AnNB =9

dan AcBuUC.

(d) Gunakan definisi U dan .

(e) Ambil xeBdan perlinatkan xeD. Karena ANB= dan
Cc A maka x¢C dan x¢ A. Selanjutnya gunakan hubungan
AuBc CuD untuk memperoleh xeD.

a) Gunakan definisi 2(A).

b) Gunakan definisi £(A). Ambil A={,2}, B={23},
AUB={1,23}.Jlas 2(AUB)c2(A)U2(B).

a) Gunakan Teorema 1.2 (i) dan (k). Khususnya (AL C)NC =C.

b) Gunakan definisi A — B.

¢) Gunakan hukum distributif Teorema 1.2 (i) atau (k).

|

|

|

|

I”

)

Q RANGKUMAN
=

Diberikan dua himpunan Ac <, Bc <9 dan < himpunan

semesta. Maka
1. AcB jika Vxe A maka xe B

2. A=Bjika AcBdan BC A
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3. AuUB={x|xeAatau xeB|
4. AnB={x|xeAdan xeB|

5. A-B={x|xeAdan x¢B|

6. K:{x| X A}, A komplemen dari A

7. A+B=(A-B)uU(B-A) (selisih simetris)

-

9

A=A
AUB=ANB; ANB=AUB
10. P(A) = {B| Bc A} , himpunan kuasa dari A.

% TES FORMATIF 1

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat!

1) Diberikan himpunan A={1,2,3{2,3}{1,2,3}} dan Bz{2,{2,3},{l2}}.
Maka ....
A AUB={1,23{23{.2,3}

B. AUB={12,3{L2}{2,3:{L2,3}}
C. AnB={{2,3}
D. ANB={12{2,3}}

2) Diberikan A={x|x <2} dan B =[1,4]. Maka....
A. AUB={x|x<4}

B. AUB={x|x<3}
C. AnB={x|1<x<2|
D. AnB={x|1<x<2}

3) Diberikan AcBuUC dan BNC = . Maka ....
A ANCzxUOd=AcB
B. ANC=xZd=BcA
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4)

5)

6)

7)

8)

C. ANC=0=BcA
D. ANC=Z=AcB

Jika A mempunyai 5 buah anggota, maka ....
A. 2(A)=30
B. 2(A)=32
C. 2(A)=34
D. 2(A)=36

Misalkan P dan Q dua rumus (formula) sehingga Vx[P(x) = Q(x)]

(P(x) mengakibatkan Q(x)) . Jika A:{x|P(x)} dan B ={x| Q(x)},
maka ....

A. AcB

B. AcB

C. BcA

D. BcA

Jika A=/R, himpunan bilangan real; B=¢2, himpunan bilangan
rasional dan C himpunan bilangan irasional, maka ....

A. AuBuUC)=(AuB)nC

Au(BNC)=(AuB)nC

C. (AnB)uC=An(BUC)

D. (AnB)nC=ANn(BuUC)

@

Diberikan A=(—o0,5]\U(7,0) , maka ....
A. A=(57]

A-[57)
[5.7]

(57)

Untuk pertanyaan berikut, manakah yang salah (tidak benar) ....

A @= (—o0,5]u(8,)

B. (3.7)L[6.8]=(~o,3]L[6,%)

>l > >
I

B
C.
D
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9) Untuk tiga himpunan A, B dan C berikut, manakah yang berlaku?
A. AgB dan BgC—= AgC
B. ABdan BxC= A=C
C. AeBdanBgC= AgC

D. AcBdainBeC= AgC
10) Diberikan Az{ZX‘XeZ*}, B={2X—1‘XEZ+} dan C={3X‘XEZ+},

dimana Z* himpunan bilangan bulat positif.
Maka manakah yang tidak benar ....

A ANC=[6x|xeZ"}

B. BﬂC={3(2X—l)‘XeZ+}

c. A—C={2(3X—2)‘X€Z+}U{2(3X—1)‘X€Z+}

D. B-C={6x-5/xez'|ufox-2|xeZ"|

Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 1
yang terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawaban yang benar.

Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 1.

Jumlah Jawaban yang Benar
x100%

Tingkat penguasaan =
Jumlah Soal

Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali
80 - 89% = baik
70 - 79% = cukup
<70% = kurang
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Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat
meneruskan dengan Kegiatan Belajar 2. Bagus! Jika masih di bawah 80%,
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar 1, terutama bagian yang
belum dikuasai.
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KEGIATAN BELAJAR 2

Gabungan, Irisan, dan Perkalian Kartesis
Himpunan-himpunan Sebarang

alam Kegiatan Belajar 1, Anda telah mempelajari konsep Himpunan

dan Operasi-operasi yang menyangkut himpunan. Dalam Kegiatan
Belajar 2 ini, Anda mempelajari operasi-operasi yang menyangkut
himpunan-himpunan yang banyaknya sebarang termasuk tak hingga dan
perkalian Kartesis beberapa himpunan. Perkalian Kartesis ini memberikan
ide (gagasan) untuk sistem koordinat di bidang dan di ruang. Himpunan
indeks yang digunakan boleh merupakan himpunan berhingga atau himpunan
tak hingga, tidak selalu bilangan-bilangan asli atau bilangan bulat.

Misalkan | suatu himpunan indeks dan setiap i€ | dikaitkan dengan

suatu himpunan A . Maka koleksi himpunan {A | ie I} dinyatakan sebagai

keluarga berindeks dari himpunan-himpunan A . Sebagai contoh, misalkan
P himpunan semua bilangan prima dan VieP, sebut
E;={neN|ifaktordarin}. Maka {Ej|ieP} adalah keluarga

berindeks. Selanjutnya untuk setiap bilangan real r sebut X, merupakan

himpunan bilangan rasional yang lebih kecil dari r. Maka {Xr|reR}

merupakan keluarga berindeks. Perhatikan bahwa keluarga {Ei|ieP}
dapat ditulis sebagai barisan tak hingga A, A,, A;,..., dengan mengambil
A=E, A =E;, Aj=E; dan seterusnya, tetapi tidak dapat untuk
keluarga {x,|r e R}.

Gabungan dari keluarga berindeks {A|ie I} didefinisikan sebagai

himpunan dari semua elemen-elemen yang terletak pada satu atau lebih
himpunan A di dalam keluarga. Umumnya dinyatakan sebagai UAi . Jadi
iel

UA={algiel>acA}.

iel
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Irisan dari keluarga berindeks {A]iel} didefinisikan sebagai

himpunan dari semua elemen-elemen yang terletak dalam semua himpunan
A di dalam keluarga. Umumnya dinyatakan sebagai U A . Jadi

iel

ﬂA ={a|aeA,Viel}.

iel

Perhatian 1.2.1 Bila himpunan indeks | terdiri dari dua elemen, misalnya
I ={1,2}, maka
UA=AUA dn (A=ANA,.
iel iel
Bila | ={1,2,3,..., n} dilakukan iterasi untuk pasangan gabungan dan
pasangan irisan, yaitu
UA =( (AU A)UA)UA)-)A), dan
icl

NA = (((ANA)NA)AA)A).

iel
Teorema berikut bersifat trivial.

Teorema 1.2.1 Misalkan {A|ie I} keluarga berindeks dari himpunan-

himpunan A . Maka Vi, € | berlaku

A, lUA dan A A,

iel iel

Bukti: Ambil xe A sebarang. Karena i€l maka XGUA. Jadi
iel
Aio gUAi . Selanjutnya jika XGﬂA maka X € A, Viel, khususnya
iel iel

xe A, Jadi (A CA, .

iel
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Teorema berikut menyangkut keluarga berindeks.

Teorema 1.2.2 Misalkan {A|ie I} keluarga berindeks dari himpunan-

himpunan A dan B suatu himpunan sebarang. Bila A c % dan Bc,
dimana </ himpunan semesta, maka:

(@ By iLEJIA =iL€JI(BuA)
(b) B iLEJIA =iL€JI(BﬂA)
(© Bu QA =Q(BUA)
@ B4 |=1(BA)

Bukti: Di sini dibuktikan untuk (a), (c), dan (f), sedangkan yang lain Anda
kerjakan sendiri sebagai latihan.

(@ (=) Ambil XeBu[UAi] sebarang. Maka X € B atau XEUAi .
iel iel
Jika xeB maka xeBUA, Viel sehingga diperoleh
XGU(BUA). Selanjutnya jika XEUAi, maka Xe A
iel iel
untuk suatu i €l . Ini memberikan xeBU A untuk suatu
iy € | , sehingga didapat XeU(B U A) . Jadi diperoleh

iel

BU(UAJQU(BUA)-

iel iel
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(<) Sehaliknya ambil x e U(B U A) sebarang. Maka xe B U A,

iel
untuk suatu ipel. Jika xeB maka Xxe BU(UAJ.
iel
Selanjutnya jika XGAO maka Xe U A dan mengakibatkan
iE'O

Xe Bu(UAJ.Jadi diperoleh | J(BU A) < BU(UAJ.

icl iel iel

() (=) Ambil XGBU(HAJ sebarang. Maka X € B atau XGﬂA.

iel iel

Jka xeB maka xeBUA,Viel. Ini memberikan

xe(|(BUA). Selanjutnya jika x(|A maka xeA,Viel
iel iel

yang menyebabkan XeBUA, Viel. Ini memberikan

xe()(BU A) dan diperoleh BU(HAJQH(BUA).
iel iel iel
(<) Sebaliknya ambil  xe(|(BUA)  sebarang.  Maka

iel

xeBUA,Viel. Jika xeB maka XEBU(HAJ. Jika
iel
xeA,Viel maka XEHA, yang  menyebabkan

iel

Xe Bu(ﬂAJ.Jadi diperoleh (|(BU A) Bu(ﬂAi].

iel iel iel

(f) Ambil Xe<U sebarang. Maka Xe(ﬂﬁ;}@ XeﬂlA < xe A
le le
untuk suatu ip € 1 <> x € A untuk suatu ig € 1 < xe JA .

iel
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PERKALIAN KARTESIS

Perkalian Kartesis dua himpunan memperumum konsep bidang Euklides
dimensi dua dan sistem koordinat Kartesis di bidang-xy. Ini berkaitan dengan
pasangan terurut dua objek. Pasangan terurut dua objek a dan b adalah objek
(a,b) yang memenuhi syarat bahwa (@,b)=(x,y) jika dan hanya jika
a=Xdan b=y.

Perkalian silang dua himpunan A dan B, ditulis Ax B, didefinisikan
sebagai

AxB={(a,b)|acA, beB}.

Contoh 1.2.1 Diberikan A={1,2,3} dan B ={3,4}. Maka
AxB={(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,3),(3,4)} dan
BxA={(31),(3,2),(33),(4,1,(4,2),(4,3)}.

Contoh 1.2.2 Diberikan A={x|1<x<2}=[12]; B={y|0<y<1}=[0,1].
Maka
AxB={(x,y)|1<x<2,0<y<1}, dan

BxA={(x,y)|0<x<1,1<y<2}.
Jelas bahwa AxB =B x A.

Gambar dari AxB dan Bx A dibidang-xy, diberikan di bawah ini.

‘{) A{)
2
N
1 7 1R\
1 2 1 "

Gb: AxB=[12]x[0,1] Gb: BxA=[0,1]x[1,2]
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Teorema berikut menyangkut perkalian silang.

Teorema 1.2.3 Untuk himpunan-himpunan A, B, C dan D berikut berlaku:
(@ Ax(BuC)=(AxB)uU(AxC)

() Ax(BNC)=(AxB)n(AxC)

() (AxB)n(CxD)=(AnC)x(BND)

(d) (AxB)u(CxD)c(AuC)x(BuD).

Bukti:

(@) (=) Akan ditunjukkan Ax(BUC)c (AxB)U(AxC).
Ambil (X,y) e Ax(BUC) sebarang; maka xe A, yeBUC.
Jka yeB maka (X,y)e AxB dan jika yeC maka
(X,y) e AxC .Jadi (x,y)e(AxB)U(AxC).

(<) Akan ditunjukkan (AxB)uU(AxC)c Ax(BuUC).

Ambil (X,y) e (AxB)U(AxC) sebarang; maka (X,y) e AxB
atau (x,y)e AxC. Jika (X,y)e AxB maka xeA, yeB
sehingga Y € BUC . Ini memberikan (X,y) € Ax(BuUC).

(b) (=) Akan ditunjukkan Ax(BNC) < (AxB)n(AxC).
Ambil (X,y) e Ax(BNC) sebarang; maka xe A, yeBnC.
Ini memberikan xe A, yeB dan xeA, yeC vyang
menghasilkan (X,y) € AxB dan (x,y) e AxC.
Jadi (x,y) € (AxB)n(AxC).

(«<) Akan ditunjukkan (AxB)N(AxC)c Ax(BnC).

Ambil (X,y) € (AxB)(AxC) sebarang; maka (X,y) e AxB
dan (X,y) e AxC . Ini memberikan X A, yeB dan yeC.
Jadi xe A, ye BN C sehingga berlaku (x,y) € Ax(BNC).

(c) (=) Akan ditunjukkan (AxB)N(CxD)c(ANC)x(BND).
Ambil (X,y) € (AxB) N (CxD) sebarang; maka (X,y) € AxB
dan (X,y)eCxD. Ini memberikan xe A, yeB dan xeC,
yeD;yaitu xe ANC, yeBnD.
Jadi (X,y) e (ANC)x(BND).
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(«<) Akan ditunjukkan (ANC)x(BND)c (AxB)n(CxD).
Ambil (X,y) e (ANC)x (BN D) sebarang; maka xe AnC,
yeBnD, yang memberikan xe A, yeB dan xeC, yeD.
Jadi  (X,y)e AxB dan (X,y)eCxD dan menghasilkan
(x,y) e (AxB)n(CxD).

(d) Akan ditunjukkan (AxB)uU(CxD)c(AuC)x(BuD).

Ambil (x,y) e (AxB)uU(CxD) sebarang; maka (x,y)e AxB atau

(x,y)eCxD. lJika (x,y)e AxB maka xeA, yeB. Ini

memberikan xe AUC, yeBuD.Jadi (x,y)e(AuC)x(BuD).

Jika (X,y)eCxD, maka xeC, yeD. Ini memberikan xe AuC

dan ye BuD.Jadi (x,y) e (AUC)x(BuD).

Perhatikan  kebalikannya tidak berlaku. Ambil A=B=[0,2];

C=D=[L3]. Titik P(%,gje(AuC)x(BuD) dan titik P e Ax D

tetapi P2 AxB dan PgC xD .Jadi P¢(AxB)U(CxD).

Perhatian 1.2.2  Perkalian silang dua himpunan dapat diperluas untuk n
buah himpunan seperti berikut.

Pasangan-n (n tuple) objek a;,a,,...,a, diberikan oleh (al,az,...,an)
yang memenuhi hubungan

(a,.85,....8,)=(by.b,,....0) ) =a =b,a, =b,,....a, =b,.
Perkalian silang himpunan A, A,,..., A, didefinisikan sebagai

A x Ay xx A ={(ay,8y,..,a,)[a € A, 1=12,..,n} .

Ini memotivasi himpunan R" =RxRx---xR, yaitu ruang Euklides
n
berdimensi-n.

Contoh 1.2.3 Diberikan A ={1,2}, A, ={2,3,4}, dan A; ={1,5}. Maka
A x Ay x Ay ={(a1,a2,a3)| ach,a,eh e As}
={(1L.2,1),(1L.2,5),(1,3,1),(1,3,5),(1,4,2), (1. 4,5),(2,2,1),(2,2,5),
(2,3,1),(2,3,5),(2,4,1),(2,4,5)}.
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Contoh 1.2.4:

R
R

§\%:,; LATIHAN
=

1)

2)

3)

4)

5)

3 —{(xy, Z)| X, Y,Z € R} himpunan titik-titik di ruang dimensi-3.

={(%, X2, X3, %,)|%; € R, 1=1,2,3,4} himpunan titik-titik di ruang

dimensi-4.

Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di atas,
kerjakanlah latihan berikut!

Untuk setiap himpunan A, A,,..., A, (n > 2) perlihatkan bahwa
n n-1 n

UA =(U(A\ —Aﬂ)Ju(Aq —/ﬁ)u[ﬂ#\]-

i=1 i=1 i=1

Sebut R* ={x| x>0} dan untuk setiap r € R", definisikan

A ={xe R|0<x<r}. Tunjukkan bahwa

a  J A =R" {0}, dan

reR’
b [ A ={0}.
reRt
Buktikan:

a) (ANB)xC=(AxC)n(BxC)

b) (AuB)xC=(AxC)u(BxC)

Diberikan tiga himpunan A, B, Cdengan A=, B .

Jika (AxB)u(Bx A)=CxC, tunjukkan bahwa A=B=C.

Jika A himpunan yang terdiri dari m elemen dan B terdiri dari n elemen,
buktikan bahwa Ax B himpunan yang terdiri dari mn elemen.
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Petunjuk Jawaban Latihan

n
1) (<) Ambil xe|JA sebarang. Jika XeA,i=12,..,n maka
i=1

XEﬁAi . Tanpa mengurangi keumuman, misalkan X & A;. Jika
i=1
xe A, maka xeA,—A. Jika x¢A, dan XeA,_; maka
Xe A, —A, dan hubungan “c” terbukti. Jika X¢& A, dan
X & A,_;, secara induksi dapat diperlihatkan jika xe A, , maka
X e A,_, — A,_; dan hubungan “c” berlaku. Tetapi jika X & A,_,
maka proses pembuktian dapat dilakukan seperti di atas. Sudah pasti
terdapat k dengan 2<k<n sehingga xeA dan XeA,;.
Dalam hal ini X € A, — A,; dan hubungan “c” berlaku.
(2) Jelas.
2) (b) Ambil xe (] A . Maka xe A, Vr>0,yaitu 0<x<r,vr>0.

reR*
Ini memberikan x ={0}.

3) Gunakan definisi perkalian silang.

4) Tunjukkan A=C dan B=C.

Jika X € A, kesamaan memberikan AcC.

Jika X € B, kesamaan memberikan B C.

Jika X € C , kesamaan memberikan C = A dan C = B.
Sebut anggota A={a;,a,,...,a,} dan B={b;,b,,...,b,}.

AxB :{(al’bj)’(aZij)!'"v(am1bj)}v J :112;---,n-

U1
~

W

RANGKUMAN

=

Bila {A | i €1} keluarga berindeks dari himpunan-himpunan A,
maka

UAz{a|EIieI >ae A}

iel

|JA ={alacA,Viel}.

iel
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2. Perkalian silang himpunan A, A, ..., A, didefinisikan sebagai
A XA x-x A ={(a,8y,...a,)| & €A, 1=1,2,...,n}.

@ TES FORMATIF 2

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat!

1) Untuk setiap neNV, A ={n}. Bila UAn:a dan ﬂAn:b,

neN neN
maka ....
A. a=N; b={0}
B. a=N; b=g
C. a={n};b={0}
D. a={n};b=0

2) Untuk setiap ne &V, A, =[—%ﬂ Bila U A, =a dan ﬂ A, =b,
neN neN
maka ....
A a=(-11),b=g2
B. a=(-11), b={0}
C. a=[-11],b=0

D. a=[-11], b={0}

3) Diberikan himpunan A, =[n,0),ne N. Bila UA]za dan

nelN
ﬂ A, =b, maka...
nelN
A a=A;b=0
B. a=A; b={0}
C. a=»A,; b=0
D. a=A,; b={0}
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4)

5)

6)

7)

8)

PENGANTAR MATEMATIKA @

Diberikan himpunan A, =(-n,n),ne N. Bila |J A =a dan

neN
ﬂ A, =b, maka....
neN
A a=R, b=J
B. a=R, b={0}
C. a=R, b=(-12
D. a=~R, b=[—:Ll]

Misalkan A={1,2} dan B={2,3,4}. Maka Ax B adalah himpunan

yang terdiri dari n elemen, dimana ....
5

oSow>»

S5 5 5 S
o1
o ~NO

Diberikan A=[1,2] dan B =[L1,3]. Maka Ax B terdiri dari siku-empat
(empat persegi panjang) beserta titik-titik dalamnya, dengan titik-titik
sudut adalah ...

A (1D,(2,2),(32,(,2

11),2),(1,3),(3,2)
c. (11.12.61.62
11),2),31).(2,3

@

o

Misalkan A=, B= . Maka AxB =B x A berlaku jika dan hanya

jika ....

A. AcB
B. BcA
C. A=B
D. A=B

Jika A, B dan C tiga himpunan tak kosong, maka ....
A. Ax(BxC)=(AxB)xC

B. Ax(BxC)c(AxB)xC
C. Ax(BxC)>(AxB)xC
D. Ax(BxC)=(AxB)xC



® MATA4101/MODUL 1 1.29

9) lJika A, B dan C tiga himpunan tak kosong, maka ....
A. Ax(B-C)=(AxB)—(AxC)

Ax(B—C)c (AxB)—(AxC)

C. Ax(B-C)>(AxB)-(AxC)

D. Ax(B—-C)=(AxB)—-(AxC)

w

10) Jika A, B dan C tiga himpunan tak kosong, maka ....
A. Au(BxC)c(AxB)U(AxC)
B. AU(BxC)>(AxB)U(AxC)
AU(BxC)=(AxB)U(AxC)
AU (BxC)=(AxB)U(AxC)

o o

Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 2
yang terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawaban yang benar.
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 2.

. Jumlah Jawaban yang Benar
Tingkat penguasaan = x100%
Jumlah Soal

Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali
80 - 89% = baik
70 - 79% = cukup
<70% = kurang

Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat
meneruskan dengan modul selanjutnya. Bagus! Jika masih di bawah 80%,
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar 2, terutama bagian yang
belum dikuasai.
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Tes Formatif 1

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)
10)

B

OWwWO>»O>»®WWOO
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Kunci Jawaban Tes Formatif

Tes Formatif 2
1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)
10)

OU>U00WWO>UOW
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