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KATA PENGANTAR

Puji syukur saya panjatkan kehadirat Allah SWT atas
rahmat dan hidayah -Nya atas terselesaikannya buku ajar
Geometri Transformasi dengan model guided note taking.
Tim peneliti memberikan masukan atas permasalahan yang
terjadi di dunia pendidikan dalam bentuk pelaksanaan
penelitian  dan menghasilkan sebuah buku ajar ,
Selanjutnya Tim peneliti telah merumuskan masalah dan
ternyata masih banyak mahasiswa mengalami kesulitan
terhadap mata kuliah yang berkaitan Geometri salah
satunya adalah mata kuliah Geometri Transformasi.

Kemudian dari hasil penelitian kami menunjukkan
bahwa rata-rata mahasiswa mengalami kesulitan dalam
pembuatan grafik dan kesulitan dalam mengerjakan soal
abstraksi berkaitan dengan geometri . Oleh karena itu Tim
peneliti membuat buku ajar Geometri Transformasi dengan
model guided note taking (GNT), sehingga mahasiswa bisa
lebih aktif dalam proses pembelajaran.

Demikianlah  pengantar dari saya semoga
bermanfaat bagi kita semua, dan atas kritik dan sarannya
kami ucapkan banyak terima kasih. Aamiin

Semarang, 19 Juni 2021
Penulis
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Modul 1
Relasi, Fungsi, dan Transformasi

Kegiatan belajar 1 : Relasi dan Fungsi

A. Pengertian Relasi
Definisi 1.1:
Misalkan AdanB (................... ) tak kosong dan P(x,y)
kalimat matematika terbuka x € Ake ye A. Relasi R
dari himpunan A ke B merupakan suatu himpunan yang
(e ) pasangan terurut (a,b) dengan
aec Adan b e Bserta P (a,b) bernilai benar.
Contoh 1.1
A={z|z <5,z suatubilangan asli}, P(xy) = x habis
membagi y. Relasi R dari himpunan A ke A yang
ditunjukkan oleh P(x,y) adalah {(1,1), (1,2), (1,3), (1,4),
(2,2), (2,4), (3,3), (4,4)}, seperti gambar 1.1 berikut.

R:A=—> A

A R A

|

2 o

1\ 5,
>

4

BN -

Gambar 1.1

Beberapa istilah yang perlu diingat dalam relasi dua
fungsi yaitu peta, prapeta, domain, dan range.
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B. Macam-Macam Relasi
Definisi 1.2:
Misalkan A suatu (............coeeennnne. ), R suatu relasi
dari A ke A. R disebut relasi refleksi jika dan hanya jika
untuk setiap X € Aberlaku (x,x)e A.

Contoh 1.2

Misalkan A ={1,2,3,4} dengan

R, ={(L1),(2,4),(41),(4,4)}dan

R, ={@1),(2,2),(3,3),(4,1), (4,4)}. Ri bukan relasi
refleksi, sebab 2,3 A, sedangkan (2,2),(3,3)¢R,.
akan tetapi, R, adalah relasi refeksi sebab untuk setiap
X € Amaka (x,x) € R, yaitu

(1,1),(2,2),(3,3),(44) e R,.

Definisi 1.3:
Misalkan A suatu himpunan tak kosong, R suatu relasi
dari A ke A. Relasi R disebut (................... ) jika dan

hanya jika untuk setiap (x, y)e R berlaku (y,x)eR.

Contoh 1.3
Ri1 dan R: pada contoh 1.2, masing-masing bukan
merupakan relasi simetri, sebab (2,4)e R,. Akan tetapi

(4,2)¢ R, dan (4,1)eR,, tetapi (1,4)¢ R,

Definisi 1.4:
Misalkan A suatu himpunan tak kosong, R suatu relasi
pada A. RelasiR disebut (................... ) jika dan hanya

jika untuk setiap (x,y),(y,z) € Rberlaku (x,z)eR
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Definisi 1.5:

Misalkan A suatu himpunan, R suatu relasi pada A.
Relasi R disebut (................... ) jika dan hanya jika R
adalah relasi refleksi, simetri, dan transitif.

Definisi 1.6:
Misalkan A,B dua himpunan dan R relasi dari A ke B
Relasi balikan (invers) dari R yang ditulis R*

{(x, yl(y, x)e R}.

Contoh 1.4
R: dan Rz pada contoh 1.2, dapat ditentukan bahwa

R* ={(L1).(42),(14),(44)} dan
R ={(11).(2.2),(33),(L4), (44)}

. Pengertian Fungsi

Definisi 1.7

Suatu relasi f dari himpunan A ke himpunan B disebut
(ceeeeeeneeeene, ) jika dan hanya jika setiap X e Aada
dengan tunggal y € B sehingga (x,y) e f .

Contoh 1.5

Misalkan R himpunan semua bilangan real. Ditetapkan
relasi f dari R ke R sebagai berikut.

1. f(x)=x*,xeR

2. f(x)=x*xeR

Manakah diantara relasi diatas yang merupakan fungsi?

Penyelesaian:

1. Karena VXeR,x*=x-X, maka X-X adalah
anggota R dan juga merupakan hasil yang tunggal

3
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maka setiap X € Rmempunyai peta, yaitu x?, jadi f
merupakan fungsi dari R ke R.

2. Karena VXeRXx}*=x-x-xeR, maka X-X-X
adalah anggota R dan juga merupakan hasil yang
tunggal maka setiap X € R mempunyai peta, yaitu x5,
jadi f merupakan fungsi dari R ke R.

D. Macam-Macam Fungsi
Definisi 1.8
Misalkan f (................... ) dari himpunan A ke himpunan
B. Fungsi ini disebut fungsi A ke B jika dan hanya jika
y e Bada X € Asehingga y = f(x).

Definisi 1.9
Misalkan f fungsi dari himpunan A ke himpunan B. Fungsi
inidisebut (................... ) dari A ke B jika dan hanya jika

untuk setiapx,y € A, jikaX # ymaka f(x) = f(y).

Teorema 1.1
Misalkan f fungsi dari A ke B. Pernyataan V x,y € A, jika

X# ymaka f(x)= f(y)ekuivalen dengan pernyataan:
Vv X,y € Ajika f(x) = f(y) maka x = y.

Teorema 1.2
Fungsi f dari himpunan A ke himpunan B adalah satu-satu
jika dan hanya jika V x,y € A jika f(x) = f(y) maka x = y.

Definisi 1.10

Fungsi f dari himpunan A ke himpunan B disebut
T ) jika dan hanya jika f merupakan fungsi
kepada dan fungsi satu-satu.
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Rangkuman

Relasi R dari himpunan A ke B mempunyai suatu
himpunan yang anggota-anggotanya adalah
pasangan terurut (a,b) dengan a€ Ake b e Bdan
R(a,b) berarti benar.

Relasi ekuivalen adalah

a. Relasi refleksi;

b. Relasi simetri;

c. Relasi transitif.

Setiap relasi R dari himpunan A ke B mempunyai
relasi balikan (invers) : yaitu
R ={(a, b)|(b,a) e R}

Relasi f dari himpunan A ke himpunan B disebut
fungsi jika dan hanya jika setiap X € Aada tunggal

y € Bsehingga f(x) = y.
Fungsi f dari himpunan A ke himpunan B disebut
fungsi satu-satu jika dan hanya jika setiap unsur

y € A ada X € Asehingga f(x)=y.

Fungsi f dari himpunan A ke himpunan B disebut
fungsi satu-satu jika dan hanya jika setiap X,y € A
dengan X # ymaka f(X)# f(Yy)atau untuk setiap
X, Y € Amenjadi f(x)=f(y) maka x = y.

Fungsi f dari himpunan A ke himpunan B disebut

fungsi bijektif jika dan hanya jika f merupakan fungsi
kepada dan fungsi satu-satu.
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Kegiatan Belajar 2 : Transformasi
A. Pengertian Transformasi

Definsi 1.11
Misalkan V bidang Euclides. Fungsi T dari V ke V
disebut suatu (................... ) jika dan hanya jika T

sebuah fungsi bijektif.

Contoh 1.6

Misalkan V bidang Euclides dan A sebuah titik tertentu
pada V. Ditetapkan relasi T sebagai berikut.

i) TP)=A jikaP=A

i) Jka peVdan p=A ,T(P) = Q dengan Q

merupakan titik tengah ruas garis AP .
Apakah relasi T merupakan suatu transformasi?
Penyelesaian
Karena yang harus diteliti relasi T sehubungan dengan
suatu transformasi, berdasarkan defiinsi 1.11, diperoleh
persyaratan suatu transformasi, yaitu:
1. T suatu fungsidari V ke V
2. T suatu fungsi bijektif.
Dari definisi 1.10, diperoleh persyaratan bahwa suatu
fungsi bijektif adalah
1. Fungsitersebut harus merupakan fungsi kepada
2. Fungsi tersebut harus merupakan fungsi satu-satu.

B. Komposisi Transformasi
Definisi 1.12
Andaikan diberikan dua transformasi T: dan T,
komposisi dari T:1 dan T2 yang ditulis dengan notasi
T, o T, ditetapkan sebagai:
T,oT,[P=TT,PlVvP eV

d'['ng.zn



Teorema 1.3

Apabila diberikan dua transformasi T: dan Ty,
(corereiis ) dari T1 dan T, merupakan suatu
transformasi. (Teorema ini disebut pula teorema
ketertutupan transformasi).

Contoh 1.7
Ambil transformasi T, yang ditetapkan.
i) T(P)=A, jikkaP=A
i) Jka PeVdan p=A ,T(P) = Q dengan Q
merupakan titik tengah ruas garis AP .
Misalkan V bidang Euclides, sedangkan A suatu titik
tertentu. T, ditetapkan untuk setiap P eV,
i) Jika P=A, T1(P) = A.
iv) Jika P#A, T1 (P)=P’ dengan P’ titik tengah AP .
Selanjutnya, kita ambil relasi T, yang ditetapkan sebagai
berikut, misalnya V bidang Euclides dan g suatu garis
tertentu. Untuk setiap P eV
v)Jka Peg, T (P)=P
vi)Jika Pg¢g T. (P) = P’ dengan P’ titik tengah ruas
garis tegak lurus dari P ke g.
Selidiki :
a) Apakah T, suatu transformasi ?
b) Apakah T, oT,=T,oT,?
Penyelesaian:
1. Ditunjukkan bahwa
a. T2fungsidariVkeV
Berdasarkan 2.1,V X eV dan X e gmaka X

tunggal dari X oleh T,, Berdasarkan 2.2,
VX eVdan X ¢ g. Ada tunggal garis tegak

lurus kepada g melalui X. Hal ini mengakibatkan
7
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tunggalnya titik tengah ruas garis tegak lurus dari
X ke g. Jadi, untuk X eVdan X ¢g, ada

tunggal peta anggota V yang memenuhi 2.2, jadi
T, suatu fungsi dari V ke V.

b. T, fungsi bijektif

1)

2)

T, fungsi kepada

Ambil sebarang Y €V . Apabila Y € g, ada
prapeta Y oleh T., Apabila Y ¢ g, ada
tunggal garis | yang tegak g melalui Y.
Misalnya, [N]= g mI. Akhirnya ada garis
NY . Hal ini mengakibatkan ada ruas garis
NX sehingga Y € NX dan YN = XY . Dari

uraian ini, ada X sehingga YX L gdany =
T(x). jadi T» fungsi kepada.

T, fungsi satu-satu

Ambil dua titik sebarang X,Y eV sehingga

X =Y, unutk X,Y pada sisi yang berbeda
oleh garis g, T,(X)=T,(Y)sebab T,(X)
dan T,(Y)terletak pada sisi yang berbeda
oleh garis g. Perhatikan Gambar 1.2

w

Gambar 1.2
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Untuk X,Y pada sisi yang sama dengan g,

dengan XY L g. Karena XY L g maka
jarak dari X ke g dengan jarak dari Y ke ¢
berbeda. Akibatnya T,(X)=T,(Y)sebab
jarak dari T, (X) ke g separuh jarak dari X ke
g. sementara itu, jarak dari T2 (Y) ke g
separuh jarak dari X ke g. Sementara itu,
jarak dari T2 (Y) ke g separuh jarak dari Y ke
g. Perhatikan Gambar 1.3

Gambar 1.3

Untuk X,Y pada sisi yang sama oleh g, XY
tidak tegak lurus g. Hal ini berakibat ada
garis | melalui X tegak lurus g dan garis m
melalui Y tegak lurus g, g//l. Karena
T,(X)el, T,(X)emdan |/ mmaka
T,(X) =T,(Y), perhatikan gambar 1.4, jadi
T, fungsi satu-satu.

Gambar 1.4
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Karena T; fungsi kepada dan satu-satu, T, pun
suatu fungsi bijektif. Dengan demikian T
merupakan fungsi dari V kepada V dan bijektif
sehingga T2 merupakan fungsi dari V kepada V
dan bijektif sehingga T, disebut sebagai suatu
transformasi.

. Ambil sumbu x sebagai garis g dan sumbu y

sebagai garis yang melalui titik A tegak lurus
garis g. Akibatnya, titik A dapat dimisalkan
berkoordinat (0,b), ambil sebarang titik
P(x,y) eV , didapat

T,(P)= (% x,%b + yj merupakan titik tengah
AP, VP(x,y) eV .
T,(P) = (X% yJ,VP(x, y)eV,

Pandang

T,oT, (P) :Tl[TZ (P)]:Tl(x’%YJ :(lx’i(b"‘_y

T,oT, (P)=T,[T, (P)]:Tz(% x,%(b+ y)j _ [E %

Jadi T, oT, (P)=T,oT, (P),VP(x,y) eV
Maka itu, T, oT, = T, o T, akibat dari contoh ini,

dapat di Tarik kesimpulan bahwa pada
komposisi transformasi tidak bersifat komutatif.

Teorema 1.4
Komposisi transformasi bersifat asosiatif

d'['ng.zn



C. Transformasi Balikan (invers)
Definisi 1.13
Suatu transformasi ¢ disebut (................... )
jika dan hanya jika setiap P €V berlaku ¢ (P) =
P.

Teorema 1.5
Jika T suatu transformasi dan ¢ suatu

(e, ), berlaku Tog=goT =T

Definisi 1.14

Suatu transformasi Ty disebut (................... )
(invers) dari trasnformasi T jika dan hanya jika
berlaku

T,oT=Te-T, =¢

Teorema 1.6
Setiap transformasi T mempunyai satu
transformasi balikan (invers)

Teorema 1.7
Misalkan diberikan dua buah transformasi T1

dan T, maka (T, oT,) " =T,*oT,*

11

d'l:'n_r,r.zn



Rangkuman

Himpunan semua transformasi terhadap operasi
komposisi "o membentuk grup yang disebut
grup transformasi.
Langkah pengkajian untuk menyatakan suatu
relasi T merupakan suatu transformasi adalah
analisis sebagai berikut:
a) T fungsidariV ke V
b) T fungsi bijektif

1) T fungsi kepada

2) T fungsi satu-satu
. Jika T1 dan T, transformasi, T, o T,juga

merupakan transformasi.
Untuk setiap transformasi T1, T2, dan T3 berlaku

(Tl °T2)°T3 =T, O(Tz °T3)-

. Jika T1 dan T» transformasi,

(T,oT,) =T, 6T,

. Jika T1 dan T, transformasi, maka komposisi

transformasi dari T; dan T, ditetapkan sebagai:

(Tl oT, )(P) =T,[T,(P)],vP eV .

. Tidisebut transformasi balikan(invers) dari

transformasi T jika dan hanya jika
T,oT =ToT, =¢.

d'['ng.zn



Tes Formatif Modul 1

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat!
1. Diberikan A = semua bilangan asli, Relasi
R= [(x, y)|x,y € A dan 2x+y :10]. Domain dan

range dari relasi R adalah....

A. Domain ={(1,8), (2,6), (3,4), (4,2)},
Range={8,6,4,2}.

B. Domain ={1, 2, 3, 4}, Range={8,6,4,2}.

C. Domain ={(8,1), (6,2), (4,3), (2,4)},
Range={1,2,3,4}.

D. Domain ={2, 4, 6, 8}, Range={1,2,3,4}.

2. Diberikan A ={2,4,6,8}. Relasi pada A yang
merupakan relasi refleksi adalah....
A. [(2,2),(2,4).(2,6),(4.6), (6,8).(8,2), (8,4)]
B. [(2,2),(2,4).(2,6),(4,6), (6,8).(8,2), (88)]
C. [(2,4),4,4),(2,6),(4,6), (6,6),(6,8), (8,8)]
D. [(2,2),(2,4),(4,4),(2,6), (6,6),(6,8), (8,8)]

3. Diberikan C = {a,b,c,d}. Relasi pada C yang
merupakan relasi transitif adalah.....
A. [(a,a), (c,c), (d,d)]
B. [(a,b),(b,c),(c.d),(a,c)]
C. [(b,c),(d,c),(c,a),(b,d)]
D. [(d,c)(c,c).(d.e)(c,a).(b,d),(d,a)]

4. Diberikan R = himpunan semua bilangan real,
Relasi-relasi f di bawah ini yang merupakan fungsi
pada R adalah....

13
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x—-1
X —5X+6
B. f(x,y):{(x,y12x2+y2=1,XER,yeR}
C. fxy)={x v =1
D. f{x)=x-2

A. (X =

. diberikan R = himpunan bilangan real. Di antara

fungsi-fungsi f di bawah ini yang merupakan fungsi
satu-satu dari R ke R adalah.....

A. f(x) =-x?
B. f(x)=x?+1
C. f(x)=4x -2
D. f(x)=x*

. Diberikan sebuah lingkaran dengan jari-jari r dan

pusatnya di titik A ditetapkan relasi T sebagai
berikut untuk setiap titik P €V .

i) T(P)=A, jikaP =A.

ii) T(P)=Q Sehingga AP.AQ =12, jika P = A.
Pernyataan yang benar berikut ini adalah....

A. T bukan fungsi dari V ke V

B. T fungsidariV ke V

C. T suatu transformasi

D. T mempunyai balikan

. Diberikan T1 dan T, merupakan suatu transformasi,

pernyataan yang benar adalah......

A (T =T,

B. (T, oTz)’1 = Tfl oTZ’l

C. T, danT," belum tentu transformasi
D. T,eT,=T,0T,

d'['ng.zn



8. Diberikan T suatu transformasi. Pernyataan yang
benar adalah....
A. Semua titik pada bidang V berpindah tempat
olen T
B. Ada titik pada bidang V yang tidak berpindah
tempat oleh T
C. Semua titik pada V mempunyai peta oleh T
D. Tidak semua titik pada V mempunyai prapeta
oleh T
Untuk soal no 9) dan no 10) pilihlah
A. Jika 1 dan 2 benar
B. Jika 1 dan 3 benar
C. Jika 2 dan 3 benar
D. Jika 1, 2, dan 3 semuanya benar
9. Diberikan relasi ¥ himpunan semua transformasi

dan "o" operasi komposisi. Pernyataan yang benar

adalah...

1. Relasiidentitas ¢ yang ditetapkan
g(P)=P,VP &V maka e g

2. ""tertutuppada y
3. JkaTidan T, € ymaka T, oT, ¢ 7.

10. Jika V bidang Euclides, relasi-relasi dari V ke V
berikut ini
yang merupakan transformasi adalah.....

1. T,(P)=(x+12y),VP(x,y) eV
2. T,(P)=(x,y-1),VP(x,y) eV

3. T,(P)= (% X, y—2),VP(x,y) eV

15
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Modul 2
Isometri dan Pencerminan

Kegiatan Belajar 1 : Isometri
A. Pengertian Isometri

16

Definisi 2.1
Misalkan T suatu transformasi, transformasi T ini disebut
(fenemeeeeeens ) Jjika dan hanya jika untuk setiap

pasangan titik P dan Q anggota dari bidang Euclides V
berlaku bahwa P'Q'= P_Q'dimana P = T(P) dan
Q'=T(Q).

Contoh 2.1

Misalkan diketahui garis g pada bidang V. pandang

transformasi T yang ditetapkan sebagai berikut:

a) Jika PegmakaT(P)=P.

b) Jika P ¢ gmaka T(P)=P’ sehingga g sumbu dari
PP'. Apakah transformasi T ini suatu isometri atau
bukan?

Penyelesaian :

Sesuai definisi 2.1 ambil sembarang dua titik P dan Q

anggota dari V. selanjutnya misalkan T(P)=P’ dan

T(Q)=Q’. dari pemisalan T(P)=P’ dan T(Q)=Q’. akan

diperoleh dua hal yaitu:

1. gsumbu dari PP', apabila misalkan g ~PP'={N}
maka PN = NP'.

2. g sumbu dari @ , apabila misalkan
g mQ_Q' = {M}maka Q_M =MQ'.

Sekarang, perhatikan gambar 2.1 hubungkan masing-

masing P dan Q, P’ dan Q’, P dan M, serta P’ dan M.
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Gambar 2.1
Kemudian, perhatikan APNM dengan AP'NM .
Karena PN=NP’, Z/PNM =< P'NM (sudut siku-siku) dan
NM=NM maka APNM = AP'NM . Akibatnya :
1. PM=PM
2. APMN = AP'MN
Sekarang, pandang APQM dengan AP'Q'M .
PM=PM
ZNMQ =< NMQ' (siku-siku)
Z/PMN =< P'MN
/ZPMQ =< NMQ- < PMN
/ZP'MQ'=<NMQ'-< P'"MN
ZP'MQ'=< NMQ- < PMN
Akibatnya : Z/PMQ =< P'MQ'
QM =Q'M
Dari (1), (2), dan (3) disimpulkan ZPQM =< P'Q'M
Akibatnya, PQ=P’'Q’.
Karena P dan Q siambil sebarang titik pada V, dapat
disimpulkan bahwa setiap pasangan titik P dan Q pada V
berlaku P’Q’=PQ. Jadi, transformasi T yang ditetapkan
memenuhi definisi 2.1. Maka itu, dapat disimpulkan
bahwa transformasi T merupakan suatu isometri.

17
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B.
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Sifat-Sifat Isometri

Teorema 2.1

Setiap (..ovvvvviinenn.n. ) bersifat:

a) Memetakan garis menjadi garis
b) Mengawetkan ukuran sudut

¢) Mengawetkan kesejajaran

Teorema 2.2
Apabila garis g dan h saling tegak lurus dan T suatu
isometri, maka T(g) dan T(h) juga saling tegak lurus.

Teorema 2.3
Komposisi dua buah isometri adalah sebuah

(oo, ).

Isometri Langsung Dan Isometri Lawan

Definisi 2.2

Misalkan (Pi1,P2,P3) adalah ganda tiga titik yang tidak
kolinear. Apabila urutan perputaran P1,P; ke Ps; sesuai
dengan perputaran jarum jam, (P1,P2,P3) disebut memiliki
orientasi negative. Apabila urutan perputaran P1,P; ke P3
berlawanan dengan perputaran jarum jam, (P1,P2,P3)
disebut memiliki (................... ).

Contoh 2.2

Misalkan diberikan enam buah titik (lihat gambar 2.2).
Karena urutan perputaran A, B, ke C berlawanan dengan
perputaran jarung jam, maka (A, B, C) berorientasi positif.
Sedangkan urutan perputaran P, Q, ke R sesuai dengan
perputaran jarum jam, akibatnya (P, Q, R) berorientasi
negative.
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Gambar 2.2
Definisi 2.3
Misalkan T suatu transformasi. T disebut (................... )
apabila setiap ganda tiga titik (P1,P2,P3) yang tidak
kolinear orientasinya sama dengan orientasi dari petanya.
Sementara itu, lainnya disebut tidak mengawetkan
orientasi.

Definisi 2.4

Suatu transformasi T disebut (................... ) jika dan
hanya jika transformasi itu mengawetkan orientasi.
Sementara itu, transformasi T disebut transformasi lawan
jika dan hanya jika transformasi itu tidak mengawetkan
orientasi.

Definisi 2.5

(e, ) adalah isometri yang merupakan
transformasi langsung, sedangkan isometri lawan adalah
isometri yang merupakan transformasi lawan.

Contoh 2.3

Perhatikan transformasi yang ditetapkan dalam contoh
2.1, sudah ditelusuri bahwa transformasi T ini merupakan
suatu isometri. Apakah T merupakan isometri langsung
atau isometri lawan?

19
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Perhatikan gambar 2.3. misalkan ambil tiga titik tak
kolinear sebarang; A, B, dan C. Kemudian, cari T(A), T(B),
dan T(C). misalkan T(A)=A’, T(B)=B’ dan T(C)=C’.

»

Ae—X y A
/S v Vo
B'e \\ \\ * B
v
Gambar 2.3

Karena (A, B, C) berorientasi positif, sedangkan (A’, B’,
C’) berorientasi negative, maka transformasi T

merupakan transformasi lawan. Akibatnya, T suatu
isometri lawan.
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Rangkuman

Transformasi T disebut isometri jika dan hanya jika
untuk setiap pasangan titik P dan Q pada bidang
Euclides V berlaku P’Q’=PQ dimana P’=T(P) dan
Q'=T(Q).

Setiap isometri bersifat

a. Memetakan garis menjadi garis

b. Mengawetkan ukuran sudut

c. Mengawetkan kesejajaran.

Jika g 1 hdan T suatu isometri, T(g) L T(h).

Komposisi dua buah isometri adalah sebuah isometri

Isometri langsung adalah isometri yang mengawetkan
orientasi dan isometri lawan adalah isometri yang tidak

mengawetkan orientasi.

d'l:'n_r,r.zn
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Kegiatan Belajar 2 : Pencerminan
A. Pengertian pencerminan
Definisi 2.6
Sebuah (................... ) pada sebuah garis g adalah

fungsi 1, yang ditetapkan untuk setiap titik P pada

bidang Euclides V sebagai berikut:
a) Jika P e gmakau,(P) =P ( Gambar 2.4a)

b) Jika P ¢ gmaka u,(P) = Q sehingga g
merupakan sumbu dari @(Gambar 2.4b)

¥ g
A Q=pg(P)
P = ug(P) W
.P
(a) (b)
Gambar 2.4
Selanjutnya, g disebut sumbu refleksi (cermin) .
Contoh 2.4

Misalkan diberikan titik A,B, dan C serta garis g,
seperti pada gambar 2.5 dibawah ini.

Gambar 2.5
Lukis:
a) Titik A’ sehingga A'= 1, (A)
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b) Titik B’ sehingga B'= 1 (B)

c) Titik C’ sehingga C'=u (C)

Penyelesaian

a)

b)

Karena A=y (A) dan Aggmaka g merupakan

sumbu dari A'A, artinya, A’ terletak pada garis | yang
melalui A dan tegak lurus terhadap g. apabila
{N}=1~gmaka AN=NA’ dan A dengan A’ terletak

pada sisi yang berbeda oleh g.
Karena B'= 1, (B) dan B € g maka B’ =B.

Karena C'=y,(C) dan Cg¢gmaka G merupakan

sumbu dari @ Akibatnya, C’ terletak pada garis m
yang melalui C dan tegak lurus g sehingga jika
{M}=mngmaka CM = MC’ dan C dengan C’

terletak pada sisi yang berbeda oleh g.

Lukisan

a)

b)

Buat garis | melalui A tegak lurus g. cari {N}=1ng.

Buatlah ruas garis NA'= AN sehingga NA'e |l dan A’
dengan A terletak pada sisi yang berbeda oleh g.
Jelas

Buat garis m melalui C tegak lurus g. cari

{M}=mng. Buatlah ruas garis MC'=CM

sehingga MC'em dan C’ dengan C terletak pada sisi
yang berbeda oleh g.

23
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Gambar 2.6

B. Pencerminan Sebagai Suatu Isometri

Teorema 2.4
Setiap pencerminan pada garis merupakan suatu
isometri lawan

Definisi 2.7

Suatu transformasi yang balikannya adalah
transformasi itu sendiri disebut (................... )-
Teorema 2.5

Setiap pencerminan pada garis merupakan suatu
involusi.

. Persamaan pencerminan pada garis

Bahasan pada persamaan pencerminan pada garis
dibatasi hanya pada garis yang istimewa. Adapun
rUUS-rumus — (c.ooveevinenanennn. ) pada garis-garis
istimewa ini tertuang pada teorema berikut dan
pembuktiannya hanya salah satu.
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Teorema 2.6
Misalkan u,pencerminan pada garis g dan P(X,y)eV,
apabila:
a) g=1{(x y)x=0}maka s, (P) = (-xy)
b) g=1{(xy)x=0}maka s, (P)=(x-y)
©) g={(x y)x=a}maka x,(P)=(2a-xy)
d) g={(xy)ly=bjmaka s, (P)=(x2b-y)
e) g={xy)y=x/maka u,(P)=(y.x)

g

) g=1{x Yy =—xmaka s, (P) = (-y,-%)

9) ={x yy = mx}makaﬂg(p) ((1—m2)x+2my 2mx+(m? -1)y

1+m? ' 1+m?

Contoh 2.5

Diketahui garis g = {(x, y)ly :x} dan h= {(x, y)y :O} serta

titik-titik A(1,4) dan B(-2,1).

Tentukan :

a) A’sehingga A'= o g, A

b) A’sehingga A'= o 1, A

Penyelesaian:

a) Karena g = {(x, )y :x} maka z,(P) = (y,x),VP(X,Y)
dan h= {(x, y)|y:0} maka , (P)=(x-Y),VP(X, ).
Jadi,

Hg © 1y (P) = g [14, (P)] = 15 [(X,=Y)] = (=Y, X), VP(X, Y)

Koordinat A’ dapat dicari dengan memakai rumus
komposisi dua pencerminan diatas, vyaitu A’=

1y 11 (A) =1ty © 12, J(13)]= (- 3.).

d'l:'n_r,r.zn
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b) B=(x,°u,)(B)
<> (1g 0 pty) (B = (g 0 4y) ™ o (g 0 14,) 7 (BY)
< (g o, )(B)=€(B")
< (ty © 144)(B) =B’
iy © g (P) = (L1t (P)] = 14, [(y, X)] = (y,—X), VP(X, ¥)

Jadi, B'= (1, 4, B) = 4, © 1y [(-2)] = (1.2)
Contoh 2.6
Diketahui garis g= {(x, )y = —x}dan

h= {(x, y)|3y =X +3}. Tentukan persamaan garis h’
sehingga h'= ,(h).

Penyelesaian

g = {(x Y|y = -xf maka 145 (P) = (~y,=%), YP(x. )
Misalkan Q(XO, yo) € Nmaka diperoleh hubungan,

3y, =X, +3

1, (Q) = 1, (%01 Yp) = (=Yor—Xo)-misalkan £, (Q)=(x,Y)
maka diperoleh hubungan (—yo,—xo) = (X, Y)

& -y, =Xxdan-x, =y

&Y, =—Xxdan X, =-y

Apabila (2) disubtitusikan pada 1 akan diperoleh,

3(x) = (-y) +3
Y=3x+3

Jadi, h'= {(x, y)y =3x+3}.

26
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Rangkuman

Pencerminan pada sebuah garis g adalah fungsi /4,
yang ditetapkan VP €V sebagai berikut.

a) Jika Pegmaka 4,(P)=P.

b) Jika P¢gmaka 4,(P)=Q, g sumbu datar PQ

Jarak Antara peta ke garis cermin dengan prapeta ke
garis cermin adalah sama.

Pencerminan merupakan suatu isometri lawan.
Pencerminan merupakan suatu involusi
Pencerminan mempunyai titik invariant tak terhingga
banyak.

d'l:'n_r,r.zn
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Tes Formatif Modul 2

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat!
Untuk soal nomor 1 dan 2

A.Jika 1 dan 2 benar

B. Jika 1 dan 3 benar

C.lJika 2 dan 3 benar

D.lJika 1, 2, dan 3 semuanya benar

1) Pernyataan-pernyataan yang benar berikut ini adalah.....
1. Jika T suatu isometri maka T suatu transformasi.
2. Jika T suatu transformasi maka T suatu isometrei

3. Suatu transformasi yang memetakan garis menjadi garis adalah
isometri.

2) Pernyataan yang benar berikut ini adalah
1. Komposisi isometri bersifat asosiatif
2. Komposisi isometri bersifat komutatif
3. Setiap isometri mempunyai balikan

3) Diberikan titik -titik A(2, -1), B(4,0), C(-4,1), dan D (-2,k). apabila T

suatu isometri sehingga T(A) = C dan T(B) = D, besar k adalah...
A. -2

B.-1
C.1
D.2

4)Diberikan relasi T dengan rumus: T[(x, y)] = (kx, y),¥(x,y) eV . Agar T

suatu isometri, syaratnya adalah...
A. k {0}

B. ke{-1.1}
C.kef
D. k e{-1,01}

5) Apabila T4, T, T3, dan T4 masing-masing isometri, (1, T, -T,-T,)"=
AT eT oT, 6T

B. T eT, e T, 6T
C.oT e, T, P,
28
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6) Lukislah dibawah ini yang menyatakan bahwa A= (u, - p,)(A) adalah...

A.

7) Diberikan garis g = {x, y)|y = -2x}dan titik B=(-1,2). Koordinat titik C
sehingga B =p,(C)adalah ....
A.(-1,-2)
B. (-1, 2)
C.(12)
D.(1, -2)

8)Diberikan garis g = {xy)ly=1}dan h = {x,y)|x+y+1=0}. Persamaan
garis h'=p,(h) adalah...
A. & yly-x+3=0}
B. & yx+y-1=0}
C. fyly-x-1=0}
D. {,y|x-y+3=0}

29
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9) Diberikan garis g = {x, y)kx-3y+1=0}dan titik B(3,1). Nilai k sehingga
1, (B) =B adalah...

10) Diberikan h={x y)[2x + 2ky +1=0}, titik A(2,-1), dan cz@,-ngilai k

sehingga u,(C)=Aadalah...
A.-2

B.-1

C.1

D.2

30
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Modul 3
Setengah putaran dan ruas garis berarah

Kegiatan belajar 1 : Setengah Putaran

A. Pengertian setengah putaran
Setengah putaran merupakan keadaan khusus
pencerminan, yaitu pencerminan terhadap suatu titik.
“Garis sumbu” dalam pencerminan diambil alih perannya

(o] =] o [ (O ) setengah putaran.

Definisi 3.1

Misalkan V bidang euclides dan A titik tertentu pada
bidang V. (.........ooooii. ) pada titik A adalah fungsi o,

yang didefinisikan untuk setiap titik P pada V sebagai
berikut:

1) Apabila P = A, maka 0, (P)=A
2) Apabila P # A, maka o, (P) = Q sehingga A titik

tengah ruas garis %

QZG.\(P)
/

P
Gambar 3.1

Contoh 3.1
Diberikan A,B, dan C adalah titik-titik pada bidang
Euclides V. Lukis:

a) Titik D sehingga D =0 4 (B).
b) Titik E sehingga C =0 4 (E)

31
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Penyelesaian:

a)

b)

32

D =0, (B) berdasarkan definisi 3.1, A adalah titik tengah

@. Karena B # A, maka ada ruas garis gb\ Kemudian
perpanjangan ruas garis EA\ kearah titik A sehingga
memperoleh ruas garis Eyang ekuivalen dengan ruas
garisﬁ . Akibatnya ruas garis @dimana A merupakan
titik tengah ruas garis @ Artinya D =0, (B).

C =0, (E) berdasarkan definisi 3.1, A adalah titik tengah
E. Karena C # A, maka ada ruas garis @ Kemudian
perpanjangan ruas garis CA kearah titik A sehingga
memperoleh ruas garis E yang ekuivalen dengan ruas
garis EA\ Akibatnya mendapatkan ruas garis E titik A
sebagai titik tengahnya, artinya C =0 4 (E).

Gambar 3.2
1. Setengah putaran sebagai suatu isometri
Teorema 3.1
Setiap setengah putaran adalah suatu isometri

2. Sifat- sifat setengah putaran
Teorema 3.2
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Apabila garis-garis g dan h berpotongan tegak lurus
dititik A, maka o, = g o 4.

Teorema 3.3

Apabila § Lh maka g, o gty =, © .

Teorema 3.4
Setiap setengah putaran adalah (................... ).

3. Persamaan setengah putaran
Teorema 3.5
Apabila A (a,b) dan P(x, y) sebarang titik, maka

o,(P)=(2a-x,2b-Yy)

B. Lanjutan setengah putaran
Sifat — sifat setengah putaran dan pencerminan
disebabkan ketentuan invarian, kolineasi, dan dilatasi.
Definisi 3.2
Misalkan A suatu titik tertentu pada bidang Euclides dan
T suatu transformasi. Titik Adisebut (................... ) pada
transformasi T jika dan hanya jika berlaku T(A) =A.

Teorema 3.6
Setiap refleksi pencerminan pada garis mempunyai tak

hingga (................... ).

Teorema 3.7
Setiap (c.oovviiiiiiinn ) mempunyai tepat satu titik
invarian.

Definsi 3.3

33
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Sebuah transformasi T yang mempunyai sifat bahwa
sebuah garis petanya adalah sebuah garis maka T
disebut (................... ).

Teorema 3.8
Setiap refleksi pada garis merupakan suatu kolineasi.

Definisi 3.4
Suatu kolineasi yang mempunyai sifat bahwa peta dan
prapeta suatu garis akan sejajar disebut (................... )-

Teorema 3.10
Setiap setengah putaran merupakan dilatasi

Teorema 3.11
Komposisi dua setengah pitaran denga pusat yang
berbeda memiliki titik invariant.

Teorema 3.12

Apabila diberikan titik A dan B sehingga A= B ,maka
hanya ada satu buah setengah putaran yang memetakan
A ke B.

Teorema 3.13
Apabila T suatu transformasi, L himpunan titik-titik dan A
sebuah titik tertentu maka A€ T(L) jika dan hanya jika

T(A) e L.

Contoh 3.3
Diberikan L ={(X, y)\x2 +4y? =16}, A(4,-3) dan B (3,1).
Jika g adalah sumbu x, selidiki apakah Ae (4, o o )(L)?
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Penyelesaian

(ﬂg 00y) " =0y
el y)]=(23-%21-y)=(6-x2-Y), V(X y)eV
Hg[(X, Y)]= (x=y, V(X y) €V

Maka,

(g © o) (%, V)]

= (05 o 1)[(x, Y]]

=0ogl(1g (X, ¥)]

=(6-X%x2+Y)

Sehingga

(g 00g) " (A)

=(6-4,2-3)

=(2.1)

Karena (2)? +4(1)>=4 + 4 =8 # 16, maka (2,-1) ¢ L atau
(g © o) "(A) L. Berdasarkan teorema 3.13, bahwa

Ag (1, 005 )(L).
dengan mempelajari uraian-uraian diatas, diharapkan
memperoleh gambaran serta pemahaman yang cukup
mengenai pengertian setengah putaran, sifat-sifat
setengah putaran, dan persamaan setengah putaran.

‘oo =0, 00
g ~— 7B g

35
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10.
11.

12.

13.

Rangkuman

Setengah putaran pada titik A adalah fungsi o , yang

didefinisikan untuk setiak titik P pada bilangan
Euclides V sebagai berikut.

a. Apabila P=A, maka o , (P)=A.
b. Apabila P#A, maka o, (P)=Q sehingga A fitik

tengah ruas garis @
Setengah putaran adalah suatu isometri.
Setengah putaran merupakan komposisi dari dua
pencerminan dengan kedua cerminnya saling tegak
lurus dan melalui pusat putaran.
Setengah putaran merupakan suatu involusi.
Setengah putaran hanya mempunyai satu titik
invariant
Persamaan setengah putaran o, (P) = (2a-x,2b-y)
jika P(x,y) dan A(a,b).
Setiap pencerminan pada garis mempunyai tak
hingga titik invariant
Setiap pencerminan pada garis merupakan kolineasi.
Setiap setengah putaran merupakan suatu kolineasi
Setiap setengah putaran merupakan dilatasi.
Komposisi dua setengah putaran dengan pusat yang
berbeda tidak memiliki invariant.
Jika diberikan titk A dan B sehingga A #B maka
hanya ada satu buah setengah putaran yang
memetakan A ke B.
Jika T suatu transformasi, L himpunan titik-titik dan A
sebuah titik tertentu maka A e T(L) jika dan hanya jika
TYA) eL
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Kegiatan belajar 2 : Ruas garis berarah

A. Pengertian ruas garis berarah

Definisi 3.5

Suatu ruas (........cooeeeennn. ) adalah ruas garis yang salah
satu ujungnya dinamakan pangkal dan ujung lainnya

dinamakan akhir. Apabila A dan B dua titk, KB ditetapkan
sebagai ruas garis berarah dengan pangkal titik A dan akhir
titik B.

Definisi 3.6

AB =CD (dibaca garis AB ekuivalen dengan ruas garis CD)
apabila o, (A) = Ddengan P titik tengah BC.

Gambar 3.3

Contoh 3.4
Diberikan titik A,B,C, dan F pada bidang Euclides seperti
gambar 3.14.

B
®A
® ('
° }:

Gambar 3.4
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Lukis :
a) D sehingga AB =CD

b) E sehingga E = E
Penyelesaian

a) AB=CD, apabila o, (A) =D, dengan P titik tengah
@maka titik D diperoleh dengan cara mencari titik

tengahﬁ, kemudian beri nama titik P, selanjutnya

cari D sehingga D = 0, (A).

b) AB = Ef apabila o, (A)=F, dengan Q titik tengah
BE . Karena 0o(A)=F maka Q merupakan titik

tengah E Karena Q titik tengahﬁ, maka
0,(B) = E. Sehingga titik E diperoleh dengan cara

mencari titik tengah AF , yaitu titk Q, kemudian
mencari titik E sehingga E=0,(B).

Gambar 3.5
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B. Sifat-sifat ruas garis berarah
Teorema 3.14

Apabila E dan CD (beeeeeieeens ) maka
segiempat ABCD sebuah jajaran gnjang jika dan

hanya jika AB = C_D :

Teorema 3.15

Relasi "~"pada himpunan ruas garis berarah

merupakan (................... ). Artinya, apabila

diberikan E , C—D dan E maka

a) AB = BA(Sifat refleksi)

b) Jika AB = CD maka CD = AB (sifat simetri)

c) Jika ﬁ;@dan @;Emaka ﬁ;ﬁf
(sifat transitif)

Teorema 3.16

Apabila diberika titik P dan AB maka ada titik Q yang
tunggal sehingga @ ~ AB.

C. Kelipatan ruas garis berarah
Perkalian sebuah bilangan real dengan sebuah ruas
garis berarah perhatikan definisi 3.7 berikut.

Andaikan diberikan E dan k suatu bilangan real.
Apabila k > 0 maka k KB adalah Ni sehingga
P e ABdan AP = k(AB). Apabila k < 0 maka k AB
adalah ﬁi dengan P anggota sinar yang berlawanan
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dengan AB sedangkan AP = |k|AB . Selanjutnya AP

disebut kelipatan dari ﬁ .

Contoh 3.5
Apabila dberikan titik A dan B seperti dibawah ini.
eon
O“\
Gambar 3.6
Lukis :
a) EE
2
b) —>AB
4

Penyelesaian

a) Karena k = % > 0 maka %A_é adalah AP
sehingga P € AB dengan AP = %(AB).

b) Karena k = —%<Omaka —%ﬁéadalah TQ

sehingga Q anggota sinar yang berlawanan

3 AB=§AB.
4 4

dengan N?; , dengan AQ =

’\‘\‘\‘\.
N
+ )

Gambar 3.7
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Rangkuman

1. Ruas garis berarah berbeda dengan ruas garis,
ruas garis berarah salah satu ujungnya disebut

titik pangkal dan lainnya titik akhir. ﬁ ruas garis
berarah dengan pangkal titik A dan akhir titik B.

2. Relasi "="merupakan relasi ekuivalen pada
himpunan semua ruas garis berarah.

3. Titik- titik A,B,C dan D memenuhi AB=CD jika
dan hanya jika ABCD jajaran genjang.

4. Jika diberikan titk P dan AB, maka ada titik Q
yang tunggal sehingga % ~AB.

5. Ada dua hal yang perlu diingat:
a. Ke ABadalah AP sehingga Pe AB dan

AP =|k|AB untuk k > 0.

b. Ke Né adalah ﬁsehingga P anggota sinar

yang berlawanan dengan AB
sedangkan AP = k| AB untuk k < 0.
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Tes Formatif Modul 3

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat!
1) Apabila A(-1.4) dan g={(x,y)|y = 2x-1}, maka persamaan o,(g)
adalah. ..
A {(x,y)2x-y+13=0}
B. {(x,y)2x-y+5=0}
C. {x,y)2x+y-5=0}
D. {(x,y)2x+y-11=0}

2) Apabila diberikan titik F, garis g dan Feg, makac, - p adalah...
A. Tak mempunyai titik invarian
B. Mempunyai satu titik invarian
C. Mempunyai dua titik invarian
D. Mempunyai lebih dari dua titik invarian
3) Jika aasc siku-siku di B maka ¢, s, o, mempunyai
invarian
A.0
B.1

C. Banyak tapi terhingga
D. Tak terhingga

4) Manakah diantara lukisan berikut yang menyatakan (, oc, Xz)=2'?

....... titik

42

d'['ng.zn




5) Apabila A(4,1) dan g={(xy)ly -x+1=0}, maka persamaan g’
sehingga o,(g") =g adalah...
A {(xy)x-y-5=0}
B. {(xy)x+y+5=0}
c. {(xy)y-x+5=0}
D. {(x y)|x+y-5=0}
6) Diberikan A (0,0), B(5,4), dan C(-2,4). Koordinat titik D sehingga
CD=BAadalah...
A.(-1,-6)
B. (-3,0)
C. (-7,0)
D. (-2,-7)
7) Apabila A (-h,-k), B(5,-2+3), C (k, 83, dan D(-9,h). Nilai h dan k
sehingga segiempat ABCD membentuk jajaran genjang adalah...
A h=-2-5J3,k=2-53
B. h=2+5J3,k=-2+5/3
C. h=2-5J3,k=-2-53
D. h=—2+53k=2+53
8) Diberikan A(1,1), B(1,-2), dan C(0,3). Koordinat D sehingga
AD = 2BC adalah....
A (-1,11)
B. (1,7)
c. (-1,7)
D. (1,11)
9) Apabila A(6,2), B(1,-k), C(k,h), dan D(-h,1) maka nilai h dan k
sehingga AC =~BDadalah...
Ah=-4 k=1
B.h=-1, k=4
C.h=4k=1
D.h=1,k=-4
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10) Diberikan A (0,1), B (2,0), C(3, -3). Koordinat titik D sehingga
E;—%ﬁ adalah ....
A.(-12,11)
B. (11,-12)
C.(-11,12)
D.(12,-11)
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Modul 4
Translasi

Kegiatan Belajar 1 : Translasi

A. Pengertian Translasi
Sebelum masuk ke materi translasi sebelumnya akan
dibahas tentang hubungan antara dua ruas garis berarah,
yang masing-masing titik ujungnya merupakan peta dari
komposisi dua pencerminan pada garis yang sejajar.

Teorema 4.1
Misalkan diberikan dua buah garis g dan h yang
(e, ) dan dua titik A dan B, maka AA"=BB"

dengan A"=(u, o u,)(A)dan B = (u, o u,)(B).
Berdasarkan teorema 4.1 ini, bahwa apabila g // h maka
setiap ruas garis berarah dengan pangkal sebuah titik dan

berakhir titik petanya oleh (4, o u,)adalah ekuivalen

dengan setiap ruas garis berarah. Dengan kata lain, hasil
transformasi (u, o ,ug)adalah seakan-akan menggeser

setiap titik sejauh jarak yang tetap dana arah yang sama.

Transformasi seperti ini dinamakan suatu (................... )
(geseran).
Definisi 4.1
Suatu relasi y dinamakan suatu (................... ) apabila

ada ruas garis berarah AB sehingga setiap titik P pada
bidang V, 7,5 (P)=P'dan PP'=AB . Translasi seperti ini

ditulis dengan notasi g .
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Contoh 4.1
Diberikan tiga titik A, B , dan P yang tak kolinear.
Lukis :

a) Titik P’ sehingga 7,5(P)="P'
b) Titik P” sehingga 7,5 (P")=P

Penyelesaian

a) Karena 7,3(P)=P'maka PP'=ABatau AB=PP'.
Dengan pengetahuan ruas garis berarah, maka dapat
melukis titik P’ yang memenuhi syarat.

b) Karena P =y,;(P") maka P'P=AB atau AB=P'P
, juga dapat dilukis dengan menggunakan konsep

ruas garis berarah, maka dapat melukis titik P” yang
memenuhi syarat.

Gambar 4.1

B. Translasi sebagai suatu isometri
Teorema 4.2

AB = CD jika dan hanya jika 7.5 = Vep
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Teorema 4.3
Apabila g//h., CD 1 g,C eg,Dehdan AB=2CD maka
Vg = Hp© Hy

Teorema Akibat
1. Setiap translasi C dapat ditulis sebagai komposisi dua

refleksi pada dua garis yang tegak lurus pada AB dan

berjarak%ﬁ .

2. Jika ABsebuah garis dan M titik tengah AB
sedangkan g, h dan n masing-masing tiga garis tegak
lurus di titk AM, dan B pada AB maka
7/AB :luho/ug =Hy o Hy-

3. Translasi merupakan suatu isometri.

Teorema 4.4

Jika 7,z sebuah translasi, maka (yAB )*1 =7

. Persamaan Translasi

Dalam hal ini akan mempelajari dua macam translasi,
yaitu translasi dengan ruas garis berarah titik awal di
pusat sumbu dan translasi dengan ruas garis berarah titik
awal suatu titik sebarang.

Teorema 4.5

Apabila y,,dengan 0O(0,0), A(a,b) dan T suatu
transformasi yang ditetapkan untuk semua titik P(x,y) € V
dengan rumus: T(P)= (x+a, y+b) maka T=y,.
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Teorema 4.6
Jka A (ab), B (c,d) dan P(xyy) maka
Ve (P)=(c-a)+x(d-b)+y).

Contoh 4.2
Diberika titik-titik A(1,2), B(3,-1), C(-2,-3) dan kurva

K ={(x, y‘y2 =2X—4}. Tentukan :
a) Titik C’ sehingga 7,5 (C)=C"
b) Titik C” sehingga 7,5 (C")=C
c) K’ sehingga K'=7,5(K)

d) K’sehingga K = 7,5 (K")

Penyelesaian

a=1, b =3, c=3 dan d = 2, berdasarkan teorema 4.6
diperoleh:

Ve (P)=(B=D+x(-1-2)+y),VP(x,y)

V8 (P) = (2+ X!_3+ y),VP(X, y)
Selanjutnya untuk:

a=1, b =3, c=3 dan d = 2, berdasarkan teorema 4.6
diperoleh:

718 (P)=(1-3)+Xx,(2+1)+Y),VP(x,y)
Vs (P)=(=2+%3+Y),VP(x,y)
a) C'=y,(C)=y,(-2-3)=(2-2-3-3)=(0-6)
b) Karenay,s(C")=C maka yq[yaxs(C") =75C
= (781 © 728 (C") =75 (C) = £(C") = 751 (C)
= C"= 7 (C") =ya (-2-3) = (-2-23-3) =(-4,0)
c) Misalkan P(X,,Y,)€ K maka yZ =2x,-4 (1)
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d)

Misalkan (X,y) = 7 (X0, ¥o) = (24 X,,—3+Y,)

Maka didapat

X, =X—2dany, =y+3 (2
Dari (1) dan (2) diperoleh:

(y+3P=2(x-2)-4

y2+6y+9=2x-4-4

y2+6y—2x+17=0

jadi, K'=7 5 (K) ={(x, y)|y* + 6y - 2x+17 = 0}

Karena K = 7,5 (K")maka K’= 7, (K) . Misalkan Q(xi,
y1) € K maka

Yy =2x -4, 3)
Misalkan (x,y) = ¥ga (X, ¥;) = (=24 X%,,3+Y;), didapat
X, =X+2dan Y, =y-3 4

Dari 3 dan 4 didapat,
(y-3)2=2(x+2)-4
y?—6y+9=2x+4-4
y?—6y—2x+9=0

jadi, K"={(xy)|y*-6y—-2x+9=0}
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Rangkuman

. Translasi adalah suatu transformasi yang

memindahkan semua titik pada bidang Euclides V
dengan jarak yang sama dan arah yang sama.

AB =CD jika dan hanya jika 7 5 = /cp-

3. Translasi dapat ditulis sebagai komposisi dari dua

pencerminan yang kedua sumbunya sejajar dan
berjarak setengah dari panjang translasi.

4. Translasi merupakan isometri langsung.

. Jika ¥ g sebuah translasi maka (}/AB )’l =Yg -
. Jika  A(a,b), B(c,d) dan P(x,y) maka

7 (P)=((c-a)+x(d=b)+y).
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Kegiatan belajar 2 : Ketertutupan translasi

A. Komposisi translasi
Sebelum mempelajari hasil komposisi dari dua translasi
atau lebih, maka perlu mempelajari satu teori yaitu pada
teorema 4.7 berikut ini
Teorema 4.7

Jika ygsuatu translasi dan C, D titik-titik sehingga
AB =26, maka 7,5 =0p °0¢.
Teorema 4.8

Komposisi translasi adalah (................... ) (disebut juga
teorema ketertutupan translasi)

B. Sifat-Sifat Lain Translasi
Teorema 4.9
Komposisi suatu  (.......c.ooeenen. ) dengan putaran
merupakan suatu setengah putaran.
Teorema akibat

Jika 0,,05,0.masing-masing setengah putaran maka

O °0g °0, =0pdengan titik D sehingga AD =BC.

Teorema 4.10
Jika Y dan yg. masing-masing suatu translasi, maka

Vae °Vsc =7ac

Contoh 4.3
Misalkan y .z Suatu translasi yang membawa A(2,3) ke

B(4,1) dan y.p suatu translasi yang membawa C(-3,4) ke
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D(0,3). Jika P(xy), tentukan (yep o7 NP)dan

(746 ° 70 P).

Penyelesaian
Berdasarkan teorema 4.6, didapat

7 (P)=(2+%x-2+Y),VP(x,y) eV

Vep(P) =B+ X,—1+Y),VP(x,y) eV

Dengan demikian,

(7/CD °7 a8 )(P) = Vel (P)1=7cp (2+%-2+Y)

= (3+(2+x),-1+(-2+y))
= (5+x,-3+y)

Sementara itu,

(VAB ° VCD)(P) =770 (P)]= 7 B+ X,-1+Y)
=2+ (3 +x),-2+ (-1 +y))

=(5+x,-3+Yy)

Khusu untuk translasi ini, ternyata (7AB ° 7CD) - (7/co °7 a8 )

Berdasarkan contoh 4.3 diatas maka komposisi translasi
berlaku sifat komutatif.
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Rangkuman

Suatu translasi },; dengan C dan C titik-titik sehingga

AB =2CDadalah y,; =0, o0,

Himpunan yang terdiri dari semua translasi, terhadap
operasi komposisi membentuk grup. Grup yang
terbentuk merupakan grup abel.

Komposisi translasi dengan setengah putaran adalah
suatu setengah putaran.

. Translasi dapat dinyatakan sebagai komposisi dua
setengah putaran.

. Jika y 5 dan yg. masing-masing suatu translasi maka

(7/AB°7/BC):7/Ac-
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Tes Formatif Modul 4

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat!
1) Apabila diberikan titik A, B, dan C. Lukisan dalam rangka mendapatkan
titik D sehingga v, (D)= Badalah...

A. B.
D B C
>< N /\\ 5
A C \/
B
C. D.
e C B
C
A B A \\/
D

2) Jika A(0,0), B(2,1), dan C( -2,1), Persamaan garis t sehingga C «
s dan p,ou, =y,.adalah...
A, [(x, y)(2y +4x+11=0]
B. [(x, y)(2y +4x—13=0]
C. [(xy)y-x-4=0]
D. [(x, y)(2y—x+2=0]

3) Jika A(3,4) dan B(-1,2) maka koordinat titik D sehingga
v,5(D) =(-2,2)adalah...
A.(-4,-3)
B. (0,-1)
C.(6,0)
D.(4,1)
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Untuk soal nomor 4 dan 5 pilih

A.Jika 1 dan 2 benar

B. Jika 1 dan 3 benar

C.Jika 2 dan 3 benar

D.Jika 1, 2, dan 3 benar

4) Pernyataan dibawah ini, yang benar adalah...
1. Setiap translasi adalah suatu kolineasi.
2. Setiap translasi adalah suatu dilatasi .
3. Setiap translasi adalah suatu isometri .

5) Diantara pernyataan dibawah ini, yan benar adalah...
1. Komposisi translasi bersifat asosiatif.
2. Komposisi translasi bersifat komutatif .
3. Komposisi translasi bukan suatu dilatasi.

6) Jika diberikan y,p © v dan titik P. Lukisan dalam rangka
menentukan titik D sehingga yg¢ © va5(P) = D adalah....

A. c B.
A & D
é :: B i/
B p b
D
C. c D.
F
‘B
D P A D
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7) Jika vy suatu translasi yang ditetapkan sebagai berikut

y(P)=(x—2,y+4),YP(x,y) eV

Koordinat titik D sehingga o <o, =y . Jika C(1,-1) adalah...

A.(2,-3)
B.(-2,3)
C.(-2,-3)
D. (2,3)

8) Jika y,. =v,,, maka pernyataan yang benar adalah. ..

A. Ggo0.00, =0,
B. G.°0G,°0. =0Cp
C. Gp00,°G,=0pq
D. Gp0G,00, =0
9) Bentuk paling sederhana dari komposisi translasi:
Gpc °C a3 °Opc °O g :cCDadalah...
A. O ae
B.o,
C.oa
D.o,
10) Jika Q=y,,(P)maka bentuk paling sederhana dari
adalah ...
A v
B.o,
C. veo
D.s,
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MODUL 5
Rotasi

Kegiatan Belajar 1: Rotasi

A. Pengertian Rotasi
Definisi 5.1
Sebuah sudut berarah adalah (................... ) yang salah
satu kakinya ditetapkan sebagai kaki awal dan kaki
lainnya sebagai kaki akhir.
Contoh 5.1:
Diberikan ZABC seperti pada gambar 5.1 apabila kaki

awalnya anda tetapkan sinar BA dan kaki akhirnya sinar

BC maka anda akan mendapatkan sudut berarah ABC,
yang dinotasikan ZABC . Sementara itu, apabila anda

—_—

menetapkan kaki awalnya sinar BC dan kaki akhirnya

sinar BA , maka anda mendapatkan sudut berarah CAB,

A
B °

v

Gambar 5.1

yang dinotasikan ZCBA.  Jelaskan bahwa
ZABC = /CBA.

Contoh 5.2:
Misalkan diberikan ZABC = 45° dengan kondisi, seperti

57

d'l:'n_r,r.zn



58

pada gambar 5.2.

B (" >
Gambar 5.2
Tentukan:
a) m(LABC)
b) m(«£CBA)

Penyelesaian:

a) Karena orientasi ganda (A,B,C) negatif, maka
(£LABC) =-45°

b) Karena orientasi ganda (B,A,C) negatif, maka
(£CBA) = 45°

Berdasarkan contoh 5.2. maka dapat diturunkan
teorema berikut:
Teorema 5.1:

Misalkan diberikan ZABC , maka
m(LABC) = m(LCBA)
Bukti:

Karena orientasi ganda (B, A, C) ini bisa positif atau

negatif, maka anda tinjau apabila:

1) Orientasi ganda (B, A, C) positif, akibatnya
m(LABC) = m(£ABC) . Jika orientasi ganda (B,
A, C) positif, maka orientasi ganda (B, C, A)
negatif, akibatnya m(~ZCBA) = m(£ABC) . Jadi,
m(£LABC) = m(£CBA)
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2) Orientasi ganda (B, A, C) negatif, akibatnya
m(£LABC) = m(£LABC) . Jika orientasi ganda (B,
A, C) negatif, maka orientasi ganda (B, C, A)
positif, akibatnya m(£CBA) = m(LABC) . Jadi,
m(£ABC) = m(£CBA)

Definisi 5.2:
Misalkan diberikan sudut ABC, m(£ABC) ditetapkan
sebagai besar ukuran (... )  ABC,

(£ABC) dan m(«£CBA) ditetapkan sebagai besar
ukuran sudut berarah CBA (£CBA).

{m(LABC) jika orientasi ganda (B,A,C) positif}
m(£ABC) = i o )
-m(£ABC) jika orientasi ganda (A, A,C) negatif
Definisi 5.3:

Misalkan diberikan dua garis berpotongan | dan m
tidak (c..oooooeeninenn. ). Sudut antar | dan m ditetapkan
sebagai (................... ) yang dibentuk kedua garis
tersebut.

Contoh 5.3:

m

eF
K

Gambar 5.3
Perhatikan Gambar 5.3. Besar sudut antara s dan t
adalah 60°. Sedangkan besar sudut antara t dan u
adalah 30°.
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Definisi 5.4:

Misalkan diberikan (................... ) | dan m
berpotongan tidak tegak lurus di titik A dan P titik
pada |, sedangkan Bdan C (................... ) pada m

sehingga A terletak antara B dan C (perhatikan
Gambar 5.4). Apabila ZPAB lancip, ditetapkan dari
| ke m adalah ZPAB, apabila ZPAB tumpul,
ditetapkan sudut dari | ke m adalah ZPAC .

Perhatikan s, t, dan u pada Gambar 5.3. Ukuran
sudut s ke t adalah m(£PAB) = 60° karena orientasi
ganda (P, A, B) positif. Sedangkan ukuran sudut dari
u ke t adalah m(«£CPB)=30°, sebab orientasi

ganda (P, C, B) negatif.

(1) (1)

Gambar 5.4
Teorema 5.2:
Misalkan diberikan (................... ) s dan t yang
berpotongan di titik A tidak tegak lurus. Andaikan P
dan Q dua titik yang berbeda dari A, maka

m(£PAP") = m(£QAQ") dimana P"= (g, o 1 )(P)
dan Q"= (x, o 4,)(Q).
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Bukti:

Ada 4 kasus, yaitu: 1) P,Qes,2) Pes,Q¢s, 3)
Pgs,Qes atau Pgs,Qe¢s. Untuk kasus
Pes,Qgs atau P¢s,Qes, pembuktian serupa

maka dianggap kasus serupa. Sehingga hanya ada
tiga kasus, yaitu:

1) P,Qes

2) Salah satu dari P atau Q € s, dan

3) Pegs,Qegs

Untuk kasus P,Qes.

(4 ° 1 )(A) = o1 [, (A)] = (W) = A Namakan

peta ini A” Jadi, A'=A. Karena masing-masing
isometri dan A, Q dan P kolinear maka A= A" juga

Gambar 5.5

kolinear. Akibatnya m(ZPAP") =m(£QAQ") (lihat
Gambar 5.5)

Untuk kasus Pegs,Qes. Misalkkan P'=pu (P),
maka M(ZPAQ)=m(LQAP"). Misal P"= x (P')
dan Bet, maka m(ZP'AB)=m(<BAP").
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Misalkan (24, © 4,)(Q) = 4[4, (Q)]= 14,(Q) =Q",
maka m(£LQAB) = m(£BAQ"),
m(£Q"AP") =m(£Q" AB) —m(LP" AB)
=m(£BAQ) — m(£BAP")
=m(£P'AQ)
=m(£LQAP)
Jadi, m(£PAQ) = m(LP" AQ")
Maka dari itu, m(ZPAP") = m(£QAQ"). Perhatikan
keadaan Gambar 5.6.

Gambar 5.6

Untuk kasus Pgs,Qegs. Misalkan

P'= 1, (P), Q"= 11, (Q), P"= 14, (P') dan Q"= 4 (Q")

. Maka m(£PAQ) = m(£BAQ) — m(«BAP) dengan

Begs.

m(£PAQ) = m(£Q' AB) —m(<P' AB)
=m(£Q"'AP")
=m(£LCAP")—m(£CAQ"),C et
=m(£P"AC)-m(£Q"AC)
=m(£P" AQ")
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Jadi, m(LPAP") = m(£LQAQ"). Perhatikan Gambar
5.7.

Gambar 5.7

Jadi dapat disimpulkan bahwa:
m(£LPAP") = m(£LQAQ"), jika P"=(x, o 1, )(P) dan

Q"= (s ° 1,)(Q)

Berdasarkan pengetahuan diatas, Anda pelajari
pengertian rotasi yang diberikan pada definisi berikut:
Definisi 5.5:

Andaikan A sebuah (................... ) pada bidang
Euclid V dan ¢ sebuah bilangan real yang memenuhi

—180° < ¢ <180°. sebuah rotasi mengelilingi A

adalah sebuah (................... ) Pa, yang ditetapkan

sebagai berikut. Untuk P €V .

a) pa,(P)=A, jika P=A

b) pa,(P)=P" sehingga mM(LPAP')=¢ dan
AP'= AP | jika P# A
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Contoh 5.4:
Diberikan titik A, Q dan P. Lukis:

a) pA,60°(P)

b) pA,—BO"(Q)(P):P’

Penyelesaian:

a) 1) buat AP, 2) buat <PAB =60°, 3) buat
P'c AB sehingga AP'= AP. Jadi p, s (P) =P’
1) buat AQ, 2) buat ZQAC =-60°, 3) buat
Q'e AC sehingg AQ'= AQ. Jadi,
Pa—s0 Q) =Q."

Gambar 5.8
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B. Rotasi Sebagian Suatu Transformasi
Teorema 5.3:
Misalkan relasi yang ditetapkan sebagai berikut.
Untuk setiap P €V , berlaku:

a) pa,(P)=A, jikaP = A

b) pa,(P)=P', sehingga mM(LPAP')=¢ dan
AP'= AP, jika P=#A, maka relasi Pay
merupakan suatu (................... )-

Bukti:
1) Ditunjukkan bahwa p, , fungsidariV ke V.

Ambil P sembarang titik pada V. Berdasarkan a)
P mempunyai peta yang tunggal, yaitu p, ,, jika
Pa,- Berdasarkan a) P mempunyai peta yang
tunggal, yaitu p,,, jika p,,. Jadi, fungsi dariv

ke V..
2) Akan ditunjukkan bahwa p, , adalah injektif.

Pandang dua titik P,QeV dengan
pA,(p(P) = pA,(p (Q) = P' . Maka
M(LPAP") = m(LQAP') = ¢ dan
AP'= AP = AQ. Akibatnya lebih lanjut jelas
P =Q Jadi, p,, adalah injektif.
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3) Akan dibuktikan bahwa surjekiif.

Gambar 5.9

Ambil sebarang titk Q eV , maka Q= A atau
Q= A. Bila Q=A, maka ada AeV sehingga
Pa,(A)=Q=A. Bila Q= A, maka ada sinar
KQ. Berdasarkan postulat kontruksi sudut ada
sinar ﬁ , sehingga M(£LQAR) =—¢.
Berdasarkan postulat penggaris ada Peﬁé,
sehingga AP = AQ. Dari uraian ini dapat
disimpulkan p, ,(P)=Q. Jadi, ada PeV,
sehingga p,,(P)=Q untuk sebarang Q = A,
artinya p, , surjektif.

Karena py,,: 1. Relasi dari V ke V.

2. fungsi
3. injektif
4. surjektif
Maka p,, suatu transformasi.
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Teorema 5.4 :
Jika garis s dan t berpotongan di titik A dan

1
(coreii ) dari s ke t adalah E(D, maka
Pagp = Hy © Hq
Teorema 5.5:

Komposisi dua pencerminan pada garis adalah suatu

Teorema 5.7 ;
Po.,(P) = (xcosp—ysing, xsing+ ycosg) atau

P, (P) =(x1] =(c.03¢ —sin gpj[xj -
A sinp cosp Ny

P(x,y) eV dan O(0,0)

x=0Pcosa dan y=0Psina

Sedangkan,

X'=OPcos(a+ ¢) =OP(cosa-sinp—sina-sin @)

X'=(OPcosa)-cosp—(OPsina)sing

X'=XC0S@p—Yysing

y'=0Psin(a+¢) =OP(sina-cos ¢+ cosa-sin @)

y'=(OPsina)-cos¢+ (OPcosa)sing

y'=yCcos @+ Xsin ¢

Atau kalau ditulis secara matriks, didapat:
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X') _(cosp—sing ) x
[y'} - [sin go+c03qoj(yj
Contoh 5.5:
Diberikan pg ¢ dan titik P(1,2). Tentukan koordinasi

P'= po.60- (P)
Penyelesaian:

p=60°, maka sin60°=%\/§, 00360°=%.
Sehingga:
P~ Poar 12 =5 -2243, 1-243+2.)

= (3—\/3, 1+1J§)
2 2
Secara matriks:

5 -5 1) (1 1
P'=po’600(1,2)= 2 2 ( j=[§—\/§,5\/§+1j

Teorema 5.8:
Untuk setiap P(X,y) dan A(a,b) eV, maka:

P'=p,,(P)=((x—a)cosp—(y—b)sinp+a,(x-a)sinp+(y-b)cosp+b))
Atau,

X' cosp—sing ) x—a) (a
i e N
y sinp+cosp \y—-b) (b

Bukti:
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Perhatikan Gambar 5.11. Sistem koordinasi diubah

menijadi iAY/ dengan aturan: X=X+a dan y:§/+b
, sehingga:

P(x,y) = (x—a,y—b) dan P'(x,y) = (x—a,y-b)
Gunakan Teorema 5.7 pada sistem >_(A§/ didapat:
X'-a) (cosg—sing) x—a
(y'—bj B (sin @+ COS (p](y—bJ

Gunakan sistem x o y, maka didapat:

X') _(cosp-sing | x-a . a
y') \sinp+cosp \y-b) (b

A J
*

4 4

()‘0.0)

Gambar 5.10

Contoh 5.6:
Diberikan A(L,0) dan garis s={(x,y)|y=2x-3}.

Tentukan persamaan S'= pg g (S)

69

I:I'{.'n_q.ln



70

Penyelesaian:
Misalkan (X,,Y,) €S, maka Yy, =2X-3 (1)

(% y.) = c0s90°—-sin90° | X, —1 N 1
PosoXorYo) =| gin 900 4+ cos90° |y, —0) " |0
0-1)\x, -1} (1

+
1+0 0y, 0
0-Y, N 1
Xo —1 0

= (Yo +1% =1)

Misalkan pq o (S)(X,, Yo) = (X, y) , maka didapat:

X=Y,+1 dan y=X,-1 atau Y,=1-X dan

X =y+1 2)
Dari (1) dan (2) didapat: (1-x)=2(y+1)—3 atau
2y+x—-2=0.

Jadi, persamaan

§'= po,90°(3) ={(x,y)|2y+x-2=0}
Teorema 5.9:

Apabila diberikan p, ,, maka o, =P, _,-

Bukti:
Ambil garis s dan t padaV , sehingga t ns ={A} dan

1
sudut dari s dan t adalah 5(0, maka berdasarkan

Teorema 5.4 didapatkan bahwa pq , = fo4, dan

1
sudut dari s dan t adalah E(p. Karena
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(Po,) ™ =(totts)™ = p 15" = thofts = Pa_, S€DED

1
{A}=tns dansudutdari s dan t adalah E(p.

Latihan
Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi
diatas, kerjakan latihan berikut!
1) Diketahui titik A dan P yang berbeda. Lukiskan:

a) pA,90°(P) c) pA,415°(P)
b)  Pa1se(P) d) Q hingga

Pase Q) =(P)
2) Dalam Gambar 5.12 m(LABC)=40° dan
m(£BAD) =120°. Tentukan:
a) m(«£DAB), m(£BCA), m(£LECA)
b) Besar sudut dari ﬁ ke iif dari E keiif,

dari ﬁ keE .

.

L T

Gambar 5.11

3) Diketahui titik A dan P yang berbeda. Lukis P’ dan
temukan m(«£DAB) jika P’ peta dari P oleh

transformasi di bawabh ini.
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4)

5)

6)

7)

a) PazeoPase c) Pa13soPage

b) PasooPat2e d) Pa-120 LA 150
Tulislah komposisi transformasi berikut daam bentuk
paling sederhana.

a) PazeoPase d) Pa-600oPa1s
b) Pa120oPa-90 e) Pa-120 LA 150
C)  PaissoPasc f) PatseoPase

Diketahui dua garis s dan t dan titik P dan Q seperti
pada Gambar 5.12.

a) Lukis P'=(ug.1)(P)
b) Lukis P"= (. u,)(P)
c) Lukis Q= (s,14)(Q)

d) Lukis m(LPAP") = 68°, tentukan sudut dari s ke

Gambar 5.12

Diketahui sebuah titik A, lukislah dua garis s dan t

sehingga M,k = Pp 0
Jika A, B dan B’ titik-titk diketahui dan jika
B'=p,,(B). Lukis dua garis s dan t sehingga

ILISOIth = IOA,(p'
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B

o3
Gambar 5.13

8) Jika O titik awal dari A(1,0) . Tentukan:
a) Posr(A) ¢) Posoe(A)
b) P05 (A) d) Po, 135 (A)
9) Diketahui A(0,0), s={(x,y)| x=0} dan
t={x,y)y=x}

a) Tentukan peta oleh [l s dari B(1,0), C(0,3)
dan D(2,-2).
b) Jika P(x,y) titik sembarang, tentukan koordinat

(445,14, )(P) .

c) Nyatakan M H, sebagai transformasi yang

sederhana.
10) Ditentukan ~ A(0,0). Tentukan rotasi yang

11
memetakan titik B(1,0) pada B[—EE\@] dengan

pusat rotasi di A.

a) Po-or d) Pogr
b) Poise e) Po. s
C) Pouw
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11) Apabila A(L,3) dan O titik awal, tulislah persamaan

gais s dan t sehingga M. H; sama dengan rotasi

berikut.
12)Jika L lingkaran dengan jari-jari 2 dengan pusat di

A(2,/2) dan diketahui titik B(0,0) maka tulislah
persamaan L'=pg .o (L).

13) Lukis AABC sama sisi dengan titik sudut A diketahui
dan B pada garis s, C pada garis t, t dan s diketahui.
Buktikan lukisan anda memenuhi syarat, kemudian

Ae

Gambar 5.14
diskusikan ada berapa kemungkinan AABC yang
dapat dilukis.

Petunjuk jawaban latihan:

1) a) Misalkan P, = p, o5 (P) = Mm(£PAP) =90°.
b) Misalkan P, = p, 5 (P) = M(£PAP,) =150°
c) Misalkan P, = p, s (P)= m(£PAP,) =-45°
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d) Karena P, _sp(P)=mM(LPAP)=30° (semua
lukisan pada Gambar 5.14)

Py

P

1507

L9
A 3" e
45"

Q
P!
Gambar 5.15
2) a) m(«£DAB) =120°, m(£BCA) = —80°,
m(<LECA) =100°

b) Besar sudut dari AB ke BC = m(£LABC) =-40°
Besar sudut dari AC ke BC = m(£LACB) =80°

Besar sudut dari A_B ke BC = m(£BAC) =60°
3) a) m(LPAP')=m(LPAP,)+m(LP,AP") =90°+30° =120°
Atau
0,=90%0, =30°| ¢, + ¢, [<180°= 9=, + ¢, =120°
dengan ¢ = m(LPAP").
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0, = 1200, 0, = —600 maka

|¢)1+¢2 |:6oo§18002>¢):¢)1_|_¢)2 =60°
dengan ... m(LPAP') = ¢ = 60°

)
! |

Gambar 5.16

Gambar 5.17

b) ¢ +@, =90°+135°=225°>180° maka.

0=, +,~360° = 225°~360° = ~135°,
S.M(LPAP') = —-135°

. P\
P *

30°

-

A

Gambar 5.18
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) ¢+, =-150°-120°=-270° < -180° maka

=0, +¢,+360°
@ =—270°+360° = 90°
. M(LPAP") = 90°

P’

A

P, )
Gambar 5.19

4) @) PazroLase = Paserse = LPage ., Sebab
30° + 60° |< 180°

D) Pa120oPa-9 = Patee-or = Paser, Sebab
1120° — 90° |< 180°

C) PaiszpoPasr = Pai13s+9-360 — LPa-135, SEbAD
135°+90° >180°
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d) Pa-60oPa1s = Pa-60-45 = Pa-105 sebab
| -60° — 45°|<180°

€)  Pa-1200Pa-150 = Patee-150+360 — Pagr,  Sebab
—120° -150° < -180°

) PaisroPrse = PaiseoLase = Paisrer-360 — LA -12¢
,sebab 180°+ 60° >180° atau

O noPa 60 = Pa-1800LPAa600 = LPa-180+600 — PA-120
, Sebab | -180°+ 60°|<180°

1
5) a) UM = Pa,, jika sudut darit ke S=E(0

Gambar 5.20

1
b) HiHs = Pa,, jika sudut dari t ke S= —Eq)

dengan



1
C) M.ty = Pa,, jika sudut dari t ke S =59

Gambar 5.21

d) Karena m(LPAP')=68° dan sudut dari s ke
1

t———(ﬂ, maka sudut dari s ke t adalah

2

1

—2(68°) = -34°

(689 =-34"
Gambar 5.22

Geomelr] Transformasi ® 79
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6) Ul = Pp_gr berarti sudut dari t ke s adalah —30°
dan {A}=st. Akibatnya pasangan s dan t tidak
tinggal. Contoh, seperti di bawah ini.

Gambar 5.23

7) B'=p,,(B)=>m(LBAB")=0¢.
1
M,k = Pp, = berarti sudut dari t ke s adalah ECD

dan st ={A}, pasangan garis s dan t ini juga
tidak tunggal. Contoh pasangan garis s dan t dilukis
di bawah ini.

B

s

Gambar 5.24

8) 0O(0,0) dan A(1,0) maka,
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1 1
E\/§ _5‘/5 1 1 1
) Pose(A) = 1 1 0 :(E ’Ej
E\/§ ?@
%\/5 _%ﬁ 1 1 1
b) po,45°(A): 1 1 (OJ:(E\E ’E\EJ
E\/E E\/E
1
= —Z3
c) po,lze’(A): 12 21 (](-)J (_% ’%\/gj
=J3 =
2 2
52 V7 gy oy
d)  poiss(A) = 2 ’ N __\/— \/_
: 1 1 0 2
_E\/E —E\/E

9)

Karena O(0,0), O(0,0),
dari s ke t adalah O(0,0),

dan O(0,0) maka sudut
dan O(0,0) maka,

0 1)1
a) (ytoust):pA,goo(B):( . 0](0}(0,—1)

Cy - c 0 1
(24, 14,)(C) = pA,—90°( )= ( 10
(e, 115)(D) = Pa s (D) =

b) (14, 44)(P) = pp o0 (P) =
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o) (m.p)= Pa-9
10) P o (B) =B, B(L,0) dan

(1 1 cosg —sing)1)
(B)_(_E E@j:(sinq) cos @ j(oj_

1 1 1
( \/é):coswz—z dan singp:%ﬁ

22
= p=120°
Anda ganbar B dan B’ pada bidang V supaya lebih
jelas.
7 Y
B(+5,=V3)
:
I
|
I
| ®
- ﬂ— B(L‘O); X
0
v
Gambar 5.25

11) Pasangan garis s dan t tidak tunggal. Untuk a), b),

dan c) M.l =Py, hal ini berarti garis s dan t

1
terpotong di O(0,0) dan sudut dari s ke t= E(D.

a) ¢=-90° maka
{x,1y=0r=st={(x,y)|y=x}
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b) ¢=180° maka
{1y =0r=st={(xy)[x=0}
C) @=120° maka

{xyy=0=st={(xy)|y=—33
Untuk d) dan e) # ts = P, halini berarti garis s
dan t berpotongan di A(,3) dan sudut dari s ke

1
t==
2Y

d) ¢=90° maka

{6y =3=st={(xy)|y—x-2=0},
gradient garis t =tan45° =1 dan t melalui
A@l3)

e) ¢=-60° maka

{(x V) y=3=s,t={(x,y)|3y+/3x-9+/3=0}

, gradient garis t = tan(—30°) dan t melalui A(13)

12) Pusat L adalah A(\/_ \/_) dan berjari-jari 2 maka,
persamaan L={(X,y)|(x- \/_ +(y \/_) =4}

(P) = cos45° —sin4bk°
Poas ™) = gingse  cos45° y
1p _1p )
_ i 12 (j untuk setiap  P(x,Y),
E\/E E\/E y

misalkan (Xg,Yo) €1, maka
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a) ( o _‘/5)2 +(yo _\/5)2 =4

1 1
—J2 =2
b) 2 2 (XOJ:[1\/2XO_1\/§y011V2X0+1szo:lz(x’y)
1\/2 %\/E Yo 2 2 2 ?

1 1
Atau E\/EXO —E\/Eyo =X dan

1 1
Eﬁxo +E«/§yo =y,

X+
Apabila diselesaikan diperoleh X0=Wy dan

y—X
Yo 2
Dari a) dan b) didapat
2
(577 15
kalau diselesaikan didapat
(x+y-2) +(y-x-2)*=8.
Persamaan

L'= pg s (L) ={(x, V) [ (x+y-2)* +(y-y-2)* =8}
atau L'={(x,y)| 2x* +2y* -8y =0} suatu
lingkaran.

13)a) Tentukan $'= P, ¢ (S)
b) Tentukan snt=C
c) TentukanB=p, ¢+(C)es
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d) AABC sama sisi terlukis.

Bukti: S8'=p, ¢ (S) dan tns={C}=Ces"

B=p,(C)esS maka m(~<CAB)=60° dan
AB = AC.

.. AABC sama kaki
= /BAC = /ACB = m(<BAC) = m(~<ACB) = 60°

Jadi AABC sama sisi.
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Rangkuman

Sebuah rotasi mengelilingi A pada bidang Euclid V
adalah sebuah rotasi P(x,y) yang ditetapkan

sebagai berikut: Untuk P(x,y)

a. Pa,()=Ajka P=A

b. Pa,(P)=P" sehingga m < (PAP') = ¢ dan
AP'= AP jika P = A

. Suatu rotasi p,, dapat dinyatakan sebagai

komposisi dua pencerminan f; ° t, sehingga sudut

1
dari s ke t adalah E(ﬁ dan st ={A}

Rotasi merupakan isometri langsung.
-1
pA,(p = pA,ﬂp

cosep —sing) x
Po.,(P) :( . ? (p]{ } untuk setiap
’ singp cosep )|y

P(x,y) eV dan O(0,0).
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Kegiatan Belajar 2 : Komposisi Rotasi
A. Komposisi Rotasi Di Satu Titik
Teorema 5.10

Komposisi dua rotasi dengan (................... ) pada
(coeereieiins ) yang sama merupakan rotasi dengan pusat
yang sama pula.

Bukti:

Titk A pada bidang Euclid V , dan —180° < ¢, <180° dan
—180° < @D, <18001 pA‘(p1 dan pA,gaz

Berdasarkan teorema 5.4, Py, = 4 © ks dengan {A} =t s

dan sudut dari s ke t adalah %(/}1 dan Pp,, = Hm ° th

dengan {A}=mmnt dan sudut dari t ke m adalah %%.

1
Dengan demikian, sudut dari s ke m adalah E((/?l + (02).

Pig, © Pag, =t © 1 Nty © 11;)
= i © (14 © 1) ©

= Uy © €0 flg

= Ly © Hs

1
A'E(‘Pﬁﬁﬂz)

= P, dengan ¢= % (o +o)

Hubungkan antara ¢;, ¢,, dan ¢@ sehingga
Pag ° Pag, = Pa, dapat dipelajari pada teorema 5.11.
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Teorema 5.11

Bila ¢, dan ¢, maka terdapat hubungan berikut ini.

1.

2.

3.

4.

5.

Jika 0°< @, + ¢, [<180° maka ¢=¢, +¢,.

Jika |§01+(P2 |=1800 maka pP,, suatu setengah

putaran.
Jika @, + @, >180° maka =0 +0, —360°.
Jika @, + @, <180° maka ¢ =@, +¢, +360°.

Jika @, + 0, =0 maka P, Suatu identitas.

Bukti:

1.

0°< e, + ¢, [<180° perarti —180° < ¢, + ¢, <180°.

Karena ¢ =@, + ¢, maka —180° < ¢ <180°. Jadi @
memenuhi definisi 5.5.

|(01 + @, [=180° berarti a) ¢+, =180° atau b)
o +0,=-180°. untuk @ +9,=180° maka

,OA@(P) = Ppige (P) . Misalkan P'= p, 45 (P) maka
m(<PAP') =180°, dan PA=P'A. Hal ini berarti

bahwa A titik tengah PP". Jadi, 0,(P)=P". Artinya
Pa,(P)=0,(P), VP V.. Akibatnya 0, =04,
dengan @ =@, +¢, =180° untuk @, +¢, =-180°
maka Pap(P)= P4 156 (P). Misalkan

P'=puige(P) maka m(<PAP')=-180° dan
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PA=P'A. Hal ini, berarti juga bahwa A titik tengah
PP'. Jadi, GA(P) =P Artinya
Pap(P)=0,(P), VP eV. Akbatnya py, =0y,
dengan Q=@ tQ,= -180°.  Jadi, apabila
| @, + ¢, |=180° maka P, suatu setengah putaran.

3. @+, >180° tetapi Anda mengetahui dari definisi

5.5 bahwa @, + ¢, <360° . Artinya didapat;
180° <@+, < 360°
=180°-360° <@, +¢, —360° < 360°-360°
= -180° <@, +¢, —360° <0°
= -180° <@, +¢, —360° <180°
= -180° <@+, <180°
Sehingga syarat Definisi 5.5 terpenuhi dengan
P=0¢, +¢, -360°.
4. O+, < -180°, tetapi Anda mengetahui dari

Definisi 5.5. bahwa @, +@, >-360° Akibatnya

didapat:
—360° <Q+o, < -180°
= -360°+360° < ¢, +¢,+360° <-180°+360°
=0° <@, +¢, +360° <180°
= —180° <@, + ¢, +360° <180°
= -180° <@ +o, <180°
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Jadi, ¢, + ¢, <180° memenuhi syarat dari Defnisi
5.5 dengan @ =@, +¢, +360°.
5. ¢, +0,=0° maka ¢, =0°—¢, =—¢, sehingga:

pA,(/) = pA,qg ° IOA,(/) = pA,(p1+(p2 = pA,(pl—gpz = IOA,O

Teorema 5.12
Himpunan yang terdiri dari semua (................... ) dengan
pusat yang sama membentuk sistem matematika grup

“ _”

terhadap operasi “o”.

Bukti:

Anda telah mengetahui dari Modul 1, bahwa himpunan
semua transformasi T membentuk grup terhadap operasi
komposisi (..........c........ ). Karena setiap (................... )

merupakan transformasi, apabila R himpunan semua

rotasi-rotasi dengan pusat yang sama maka RcT.
Berdasarkan Teorema 5.10, operasi komposisi “o” tertutup

pada R, dan berdasarkan Teorema 5.9, apabila Pay € R
maka (,OAJ/,)f1 =(Pa-,) €R. Karena R tertutup terhadap
operasi komposisi dan setiap Qp, € R mengakibatkan

(,o,w)_1 € R, berdasarkan teorema dan struktur Aljabar

tentang subgrup maka (R,0) merupakan subgrup
transformasi (T ,0) . Jadi, (R,0)adalah (................... )-
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B. Komposisi Rotasi Dengan Pusat Berlainan

Teorema 5.13

Komposisi dua rotasi dengan pusat pada titik berbeda
adalah rotasi atau sebuah (................... ).
Bukti:

Ambil dua rotasi sebarang P, , dan Pg, , A# B. Tarik

garis S=AB. Ambil garis I, s, t sehingga
1
st ={A},l ns ={B} dan sudut dari t dan s adalah 5(01
1
dan sudut dari s ke t adalah E(Dz -Maka Pp, = Hs © My dan

Png, = H ° Hs (Gambar 5.1).
Pa.g, © Pag, =t o 1) o (i o 1)
= 4 © (ts o ) 14

=H &l

= Hy°

Gambar 5.26
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Contoh:

. . .. . — o
Diberikan dua titik A dan B, A # B pada bidang V,(Dl =60
dan 0, =60°. Lukis titik C sehingga Pg,, °Pary = LPcp-

Kemudian tentukan sudut @ .
Penyelesaian:

Ambil garis $=AB . Buat garis t melalui A sehingga sudut

dari t ke s adalah 30° = E(pl' Buat garis | melalui B sehingga

1
sudut dari s ke | adalah 30° = — @, . Titk C merupakan irisan

2

antara garis tdan I.
Pag, © Pag = © ) o (1 o 1)

= Hy° Hy

Gambar 5.27

1

Maka sudut @ adalah ukuran sudut dari t ke I, yaitu

2
30° +30° = 60°. Jadi, ¢ =120°=¢, +¢,.
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Contoh:
Diberikan dua titik A dan B, A = B pada bidang V, ¢, =60°

dan @, =—90°. Lukis titik C sehingga Pc., = P e © Pa o0

. Kemudian tentukan sudut @ .
Gambar 5.28

Penyelesaian:

Ambil garis S=AB . Buat garis t melalui A sehingga sudut

dari t ke s adalah —45025%. Buat garis | melalui B

1
sehingga sudut dari s ke | adalah 300:5(/’1. Titik C
merupakan irisan antara garis t dan I.

%(p = —(180° - (135° + 30°)) = —15°

SLp=-30°=-90°+60°= ¢, + ¢,
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Contoh:
Diberikan dua titk A dan B, A#B,p =120°¢, =90°

Tentukan C dan @ sehingga Pz, © Ppgy = Pcp -

/
6()"}\ /< 45°
< » S
B

Gambar 5.29

Penyelesaian:
Ambil garis $=AB . Buat garis t melalui A sehingga sudut

dari t ke s adalah 60° = %gﬂl, dan garis | melalui B sehingga

sudut dari s ke | adalah 45° = %gpz. Maka C melalui titik

potong t dan I.
%go — —(180° — (60° + 45°)) = —75° = ¢ = —150°

@, + @, —360° =120° +90° — 360° = —150°

Jadi, @ =, +¢, —360°

Contoh:

Diberikan dua titik A dan B, A# B, ¢, =-120° ¢, =-150°.

Tentukan C dan @ sehingga Pg, © Py = Pcp -
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Penyelesaian:
Ambil garis $=AB . Buat garis t melalui A sehingga sudut

darit ke s adalah —60° = %¢1, dan garis | melalui B sehingga

Gambar 5.30

sudut dari s ke | adalah —75° = %¢2'

%(o = (180° — (60° + 75°)) = 45° = ¢ = 90°

@, + @, +360° = -120°-150° + 360° = 90°
Jadi, =@, +¢, +360°

Apabila anda masih belum yakin mengenai kaidah pada
bukti Teorema 5.13, dipersilahkan mencari sendiri sesuai
kasus tersebut diatas, sebagai latihan. Permasalahan timbul
yaitu cara menentukan titk C yang memenuhi

Pgy, ° Pag = Pc,,, apabila pada bidang Euclid V terdapat

koordinat ortogonal. Untuk menyelesaikan masalah ini, anda
mempelajari contoh berikut ini.
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Contoh:

Apabila A(—l,O), B(Z,O),(Dl =90° dan 0, =60°. Tentukan
oordinat titk C dan @ sehingga Pz, © Ppg = Pc,p-
Penyelesaian:

A(-1,0), B(2,0) maka AB ={(X,y)|y =0} sebagai garis
s. Garis t melalui A sehingga sudut dari t ke s adalah 45°.
Akibatnya koefisien arah dari t adalah tan 135° = —1. Oleh
sebab itu,

t={(x,y)|y-0=-1x+D)}={(x,y)| y+x+1=0}. Garis |
melalui B sehingga sudut dari s ke | adalah 30°. Akibatnya

koefisien arah dari | adalah 30° = %\/5 Sehingga

persmaan
| :{(x, | y—O:%\/é(x—Z)}z {x,y) 13y —V3x+ 643 =0]

C perpotongan antara t dan | maka koordinat C didapat
dari:
y+X-+1=0 dan 3y—J§x+6J§ =0

Apabila anda selesaikan akan diperoleh:

773 — -7 7
X= € J y= \/2§+ . Jadi, 0{7‘/52_9,_7*/25+7}

@, + ¢, =90°+60°=150° <180° maka
(ozwl -|-<02 :1500
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Perhatikan gambar lukisan pada gambar 5.31.

t

/
b\’\ *’/(W >
> ]
(- l.ﬂl\ 2,0)

Gambar 5.31

C. Komposisi Rotasi dengan Translasi
Teorema 5.14

Komposisi  sebuah (oo, ) dan  sebuah
(coeereieiis ) adalah sebuah rotasi yang sudut rotasinya
sama dengan sudut rotasi yang diketahui.

Bukti:

Ambil sebarang rotasi p,, dan translasi }gc. Komposisi

kedua isometri ini adalah:

a) Pay°7lec;dan

b) Vec °Prp

Untuk @) Pp, °7gc -

Misalkan 2DA=BC . Misalkan garis t melalui D tegak lurus

BC dan garis s melalui A sejajar t maka}gc = H ° L;.
Misalkan garis r melalui A sehingga sudut dari s ke r adalah

%gp maka Pp, = Hs © L . Akibatnya didapat:
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Pay ©Vec =t o th) o (s © 14)
=, o (fg 0 ptg) o

= H, 00

= H, ©

= PEg

Dimana @, =@ dan {E}=r Nt

A
R
2N\ 3
19
Dk A
o L P~ o a
v v \rB C
Gambar 5.32

Teorema 5.15

Himpunan semua translasi dan rotasi membentuk sistem
matematika grup terhadap operasi (................... ) “o”.

Latihan:
1) Diketahui titik-titik A, B, dan P seprti Gambar 6.8.

®A oB
; ep
Gambar 6.8
a) Jika T = Pg e © Pagr Maka lukis A’ = T(A) dan
T =T(P).
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2)

3)

4)

b) Tentukan C pusat rotasi dari T.
c) Tentukan m(<£PCP")

Diketahui titik A, B, P, dan Q seperti pada Gambar
5.36. jika T = Pp135 © P 45 - Lukis P’ = T(P) dan Q'

= T(Q) dan tentukan pusat rotasi T.

* 0
A [
op

Gambar 6.9

Jika A, B, P, P’, dan P’ titik-titik, seprti pada Gambar

»P Py
g £
i v o—i—b
B P A
Gambar 5.33

5.33 dengan P'= ,OA,{/,I(P) dan P'= ,OBY%(P).
Tentukan C sehingga Pc,, = Pz, ° Pag, -

Jika Pc, = Pry, © Pay - Tentukan @ jika:

a) ¢ =30%p, =135

b) ¢ =-90°¢p, =160°

o) ¢ =150°%¢, =120°
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5)

6)

7)

8)

9)

d) ¢, =-100°¢, =-130°
Selesaikan tiap persamaan berikut sehingga
—180° < ¢ <180°.
3
a) (pe,w) = Pa-120
b) (pn,) =¢
C) Psy ° Pc-ar = Ppisr
d) Pase °Psy ° Pcor = Pcas
Jika A(2,0) dan 0(0,0) dan T =0, 0 Paqp, maka

tentukan:
a) Macam pemetaan T.
b) Semua koordinat titik K sehingga T(K)=K.

Diketahui T = P ¢¢ © P5 6o, A0,0) dan B(4,0),

a) Tentukan macam pemetaan T.
b) Jika P sebarang titik dan P’=T(P), tentukan PP’.

Diketahui titik A dan B dengan A # B, lukis semua
titik P sehingga Q¢ g (P) = pA,90°(P)

Jika AABC sebuah segitia sama sisi dan P titik
diketahui dan T = 0c 156 © Pg 120 © Pasac »

a) Lukis A=T(A)

b) Lukis P’=T(P)

c) Nyatakanlah T.
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Rangkuman

Komposisi rotasi dengan pusat pada titik yang sama
merupakan rotasi dengan pusat yang sama pula.
Himpunan semua rotasi yang berpusat sama
membentuk system matematika grup terhadap operasi
komposisi.

Komposisi dua rotasi dengan pusat pada titik berbeda
adalah sebuah rotasi atau sebuah translasi.
Komposisi sebuah rotasi dan sebuah translasi adalah
sebuah rotasi yang sudut rotasinya sama dengan
sudut rotasi yang diketahui.

Himpunan semua rotasi dan translasi membenuk
system matematika grup terhadap operasi komposisi.
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Tes Formatif Modul 5

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat!
1) Diberikan titik A dan B serta dua garis s dan t melalui

A. lukisan titk B’ sehingga B'=p, ,(B') adalah .....

A B B M
B
B 4
400
.\ “\
c B p. ¥ =8
e
\(J\
A
A

2) Jika diberikan A(2,2) dan B(—1,2) maka koordinat
titik D sehingga D = p, - (A) adalah .....

A. E,E\/g+2j
2 2
13
B. |Z.2+/3-2
2 2 j
C —1,§ﬁ+2j
2
D —l,gx/ﬁ—Zj
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3) Diberikan titik A(1,—2) . Persamaan garis s dan t yang

memenuhi syarat (4 °© ls = Pp o adalah .....
A s={xy)x=1t={xy)ly=-1-x}

5. s={(xy)y=-2t={(xy)|y-x+3=0}
c. s={xy)x=1}t={(xy)]y-x+3=0}
o. s={(xY)[x=y}t={xy]y=0}

4) Perhatikan gambar berikut ini:
dengan m(<ABC) = 20°,
m(«£CAD) =130°. Sudut dari

AC ke BC adalah .....
A, 110°
B. —70°
C. —110°
D. 70°
5) Jika A(0,0) dan C(1-3) maka koordinat titik D

sehingga C = p, (D) adalah .....

11 1 3
=423, 24B-2
A2 2\/_ 2\/_ 2)

s (1.l EJ_EJ

2 2 2 2
2 2 2 2
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6) Diketahui titik A, B, dan P. lukisan yang benar dalam
rangka menentukan titik P’ sehingga

P = pg 3¢ © Pase (P') adalah .....

7) Apabila Pco = Psy, °Pag, dan
¢, =-120° ¢, ==160° maka nilai ¢ adalah .....
A. —640°
B. 80°
C. —-100°
D. —280°

8) Diberikan pernyataan-pernyataan berikut:
L. Prp°Vac =Py, °PL =@

. Parg °PBy, = Py, °Prg
1. f)A,g/)1 OpA,(pz :pA,goz OpA,@

Pernyataan diatas yang benar adalah .....
A. 1, 1l saja
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B. I, lll saja
C. I, lll saja
D. I, 1L,
9) Diberikan pernyataan-pernyataan berikut:

I Jika @) =0, maka Pa, °©Pa, tidak memiliki
titik invariant
. Jika @, =¢ maka Py, ° Ps,, tidak memiliki

titik invariant
lll.  Himpunan semua rotasi membentuk grup
terhadap operasi komposisi

V. Jika ¢~ @, <-180° dan p,,, © pg, = pc,,

, maka @ =@, — @, —360°

Dari 4 (empat) pernyataan diatas yang benar adalah

A. |, 1ll saja
B. I, IV saja
C. LI, 1, saja
D. I 11, IV

10) Diberikan titik A(0,0), B(0,1) dan P(4,0). Koordinat
titik P’ sehingga P'= Paor © IOB,45°(P) adalah .....

A (_gﬁ_l | gﬁj
5. (_gﬁ_l | gﬁj
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C. @x/i+l , gﬁj
D. (gﬁ+1 | _gﬁj
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MODUL 6
Refleksi Geser dan Grup Isometri

Kegiatan Belajar 1 : Refleksi Geser
Definisi 6.1
Pemetaan y disebut (................... ) apabila ada garis

 —

v dan sebuah ruas garis berarah AB yang sejajar v

sehingga / =Yg © 14, dengan v disebut sumbu refleksi

geser.

Teorema 6.1
Refleksi geser adalah sebuah transformasi.

Teorema 6.2
Refleksi geser adalah sebuah isometri.

Teorema 6.3
Refleksi geser merupakan isometri lawan.

Teorema 6.4
Komposisi refleksi dengan rotasi yang pusatnya tidak
pada garis yang dikomposisikan adalah

[T ).

Teorema 6.5 (Teorema akibat)
Jika ruas garis berarah AB tidak tegak tulus terhadap
garis s yang diketahui, maka komposisi translasi } ag

dengan refleksi U adalah (................... ).
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Teorema 6.6

B ——

Jika ruas garis berarah AB tegak lurus terhadap garis

s yang diketahui, maka komposisi translasi } 5z dengan

refleksi Y adalah (................... ).

Teorema 6.7

Misal diketahui tiga buah garis r, s, dan t yang ketiganya
tidak kongkruen (kongkruen = melalui satu titik) dan
tidak ketiganya sekaligus sejajar, maka komposisi
refleksi terhadap ketiga garis itu adalah suatu

[T ).

Teorema 6.8
Diberikan y refleksi geser dan P adalah sebarang titik.

Bila v sumbu refleksi geser 7, msks v melalui titik tengah
PP' dengan p'=y(P).

Contoh 6.1 :

Diketahui A(2,-3),B(6,4),t={(x, y)|y=0}, dan

Y =7np O M. Tentukan »((1,2))!
Penyelesaian :

7((12))= (705 © 14 )(1L2) = 7 5 (11, (1.2))

=7 L-2)
=((6-2)+1,(4+3)-2)
=(59)
Contoh 6.2 :
Diketahui A(2,0),B(6,4),, dan

v ((1,2)) = (7/ AB ° ﬂv)(lz) . Tentukan persamaan sumbu
refleksi geser 7!
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Penyelesaian :

V=7V °H,, maka menurut Definisi 6.1 sumbu, bahwa

—_—

refleksi geser y adalah garis t yang sejajar dengan AB
. Karena y((1,2)) = (-5,2) , maka menurut Teorema 6.8,
garis t melalui titik tengah dari ruas garis yang titik-titik
ujungnya (1,2) dan (-5,2) . Misal titik tengah ruas garis
tersebut adalah X, maka koordinat X (-2,2). Garis t

mempunyai gradien Mg =1 dan melalui (—2,2) , maka
persamaan t adalah y—2=x+2 atau y—x—-4=0.
Jadi, persamaaannya t ={(x,y)|y — x —4=0}.

Latihan

1) Jika y merupakan komposisi translasi } 5z dengan

pencerminan K, di mana AB//S. Tentukan sumbu
dari 7!

2) Jika 7 refleksi geser, tunjukkan bahwa 7 isometri
lawan!

3) Diberikan 7 refleksi geser dan }/(P): P’ dengan garis
v adalah sumbu refleksi geser. Apakah garis v
melalui titik tengah PP'?

4) Diberikan  ;A(1,2),B(35),t={(x,y)|x=0} dan
V=V ° H;. Tentukan y((4,-2)!!
5) Diberikan  A(2,-3),B(6,4), dan »((12))=(59).

Tentukan sumbu refleksi geser 7!
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Rangkuman

Jika 7 adalah refleksi geser dengan 7 =} g °l,,

maka v adalah sumbu refleksi geser dan V// AB .
Refleksi geser merupakan isometri lawan.

Komposisi refleksi dengan rotasi yang pusatnya
tidak pada garis yang dikomposisikan merupakan
refleksi geser.

Jika AB tidak tegak lurus terhadap garis s yang

diketahui, maka komposisi translasi ),z dengan

refleksi Y, adalah refleksi geser.

Jika AB tegak lurus terhadap garis s yang

diketahui, maka komposisi translasi ) g dengan

refleksi l adalah refleksi pencerminan.

Komposisi refleksi terhadap tiga buah garis yang
ketiganya tidak melalui satu titik dan tidak ketiganya
sekaligus sejajar adalah suatu refleksi geser.

Jika 7 refleksi geser dengan sumbu v, maka v

melalui titik tengah PP’ dengan P'=y(P) untuk
sebarang P.
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Kegiatan Belajar 2 : Grup Isometri.

Definisi 6.2 :

Suatu himunan S # himpunan kosong dan operasi o
yang dinotasikan  dengan (S,0) disebut
T ), jika memenuhi aksioma-aksioma
berikut:

1. S tertutup terhadap operasi o, artinya

Va,beS,aobeS.

2. Operasi o asosiatif pada S, artinya
Vva,b,ceS,(acb)occ=a-(boc)

3. Ada unsur identitas, untuk setiap anggota S,
artinya JeeS,vaeS,ace=eca=a

4. Untuk setiap anggota S, mempunyai balikan di S,
artinya: vaeS,3dbeS,acbh=boa=e

Keterangan : V dibaca untuk setiap, 3 dibaca
terdapat atau ada.

Teorema 6.9:

Himpunan isometri G yang anggota-anggotanya
refleksi, translasi, rotasi, dan refleksi geser adalah
(e ) terhadap operasi komposisi.

Definisi 6.3:

Jika H € G dengan H # himpunan kosong, (G,°)
adalah grup, dan jika (H,) grup, maka o disebut
(e ) dari grup (G,0).
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Contoh 6.3:
Himpunan T merupakan himpunan semua translasi,
maka T dapat ditulis T ={7nAB n bilangan bulat} dan

o adalah operasi komposisi. Periksalah apakah
(T ,°) merupakan grup!
Penyelesaian:

Aksioma 1:
Menurut teorema, operasi o tertutup pada himpunan
(bereneeeeieens ). (Untuk jelasnya coba lihat kembali

sifat ketertutupan translasi terhadap operasi
komposisi). Jadi aksioma ketertutupan terpenuhi.
Aksioma 2:

Juga menurut teorema operasi komposisi pada
translasi bersifat (................... ). Jadi, Aksioma 2
terpenuhi.

Aksioma 3:

Translasi Y,z dengan n=0, maka berarti }yap
merupakan identitas. Sehingga
Vnrg ©Yore = 7Yome °Vnag = Vnag- Jadi, identitasnya
ada yaitu Yz -

Aksioma 4:

Balikan dari Y, adalah }Y_,.g Ssebab

Vomg OV onm = V- °Voms = Yorg- Jadi, ada invers

(balikan) untuk setiap translasi Y, Yaitu 7_nag -

Karena Aksioma 1 sampai Aksioma 4 dipenuhi, maka
(T,0) merupakan grup. Karena T <G dimana

(G,0) dan (T,°) grup, maka (T ,o) disebut subgrup

d'['ng.zn



dari (G,o) atau himpunan translasi-translasi dengan
operasi komposisi merupakan subgrup dari

[T ).

Contoh 6.4:

Perhatikan bahwa himpunan rotasi-rotasi yang
pusatnya titik tertentu dengan operasi komposisi
merupakan grup.

Penyelesaian:

Apabila R adalah himpunan rotasi-rotasi yang
pusatnya titik tertentu, maka R dapat ditulis

R={p,, |-180°<p<180%. Akan ditunjukkan
bahwa (R,°) adalah grup!

Aksioma 1:

Sifat ketertutupan. Ambil dua rotasi yang pusatnya A,
misal Pp, dan Pp,, , maka P, © Pagy = Pagpo,
merupakan rotasi dengan pusat A dan besar sudut
rotasinya diantara —180° sampai dengan 180°.

Aksioma 2:
Karena sifat asosiatif berlaku pada operasi

penjumlahan bilangan real ¢, dan @;, yaitu

(0, +0,)+ 0, =0 + (@, +03), maka

(pAv(Pl O'OA,(PZ)OIOA,% :pA,gpl o(pA,(pz opA,%)- Jadi,

Aksioma 2 dipenuhi.
Aksioma 3:

Ada rotasi identitas, taitu pO,, sedemikian rupa

sehingga  Pag ©Pno = Pao °Pag = Pry - Jadi,

Aksioma 3 dipenuhi.
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Aksioma 4:

Untuk setiap rotasi Op, mempunyai balikan, yaitu
rotasi Pa-g, sedemikian sehingga

Pag °Pa-o = Pa-p °Pag = Pao- Jadi, Aksioma 4

dipenuhi.
Karena keempat aksioma grup diatas dipenuhi, maka
(R,°) adalah grup.

LATIHAN

1) Buat tabel Cayley operasi komposisi pada

himpunan C=[,Ut,|] dimana | adalah

transformasi identitas dan ; adalh pencerminan
terhadap garis t!

2) Diketahui T adalah  himpunan semua
pencerminan terhadap garis tertentu dan o
adalah operasi komposisi. Apakah (T,0) grup?

Berikan komentar!

3) Misal p,, adalah rotasi dengan pusat A dan

besar sudut rotasi ¢ dan K, adalah pencerminan

terhadap garis s. Apabila Q =[/OA,¢,,,US] dan o

adalah operasi komposisi. Apakah (Q,0)
merupakan grup?

4) Diberikan K, dan H; Dberturut-turut adalah
pencerminan terhadap garis s dan garis t.
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Apakah komposisi kedua pencerminan tersebut
bersifat tertutup? Tentukan hasil komposisi
tersebut!

5) Diberikan p,, adalah rotasi dengan pusat A dan

sudut rotasinya @, dan Y =)gc°/; adalah

refleksi geser. Apakah p,,°7 bersifat tertutup?

Tentukan hasil komposisinya!
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1.

2.

Rangkuman

Himpunan transformasi-transformasi dengan
operasi mebentuk grup.

Himpunan S = {pencerminan, translasi, rotasi,
refleksi geser} dengan operasi komposisi
membentuk grup.

Himpunan-himpunan yang merupakan sub grup
dari grup isometri S diantaranya adalah:

a. T ={ys|N bilangan bulat}

b. C:{:utll}
c. R:{pAy(p|—180°S(p3180°}
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Tes Formatif Modul 6

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat!

1)

2)

3)

Jika yrefleksigeser, y(P) =Q dan P = Q, maka
sumbu refleksi geser y melalui .....

A P

B. Q
C. PdanQ

D. Titik tengah %

Jika r, s, dan t tiga buah garis yang ketiganya
tidak melalui satu titik dan tidak sekaligus

ketiganya sejajar, maka K, © U ° U, adalah .....
Translasi
Rotasi

Pencerminan

o o w »

Refleksi geser

Jika refleksi geser Y =)ol dengan
7((4,2)) = (8,4), maka garis t melalui titik P
dengan koordinat .....

A. (4,2)
B. (8,4)
C. (6,3)
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4)

5)

6)

D.
Jika
}/:

A.

B.
C.

D.

(16,8)

A(0,0),B(4,2) dan refleksi geser

Vas © M, maka gradien garis t adalah .....

Diberikan titik A(4,5), B(2,3), garis t melalui titk

P(—21), dan Y =7 ° i merupakan refleksi
geser dengan sumbu garis t, maka persamaan t

adalah ...

A y+x—-3=0
B. y—x-3=0
C. —y—x-3=0
D. y+x+3=0

Himpunan isometri berikut yng tertutup terhadap
operasi komposisi adalah .....

A.
B. Himpunan translasi

C.

D. Himpunan refleksi geser

Himpunan pencerminan

Himpunan rotasi
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7) Operasi komposisi tertutup pada himpunan G, jika G

A. {rotasi-rotasi}

B. (isometri-isometri}

C. {refleksi geser, pencerminan}
D. {rotasi, translasi}

8) Komposisi dua pencerminan f; dengan f; adalah

9)

A. Translasi, jika s sejajar dengan t

B. Rotasi, jika s tidak sejajar dengan t

C. |, jika S=t

D. A, B, dan C semua benar

Komposisi antara rotasi 0,, dengan p,,

merupakan suatu translasi, jika

A o=
B. p+a=0
C. p+a=0
D. A=B

10)Jika T ={(7,; N bilangan bulat} dan o adalah

operasi komposisi, maka .....

A. (T,o) grup
B. (y,°) grup
C. (Yus:°) grup
D. (n,o) grup
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Modul 7
Teorema Dasar Isometri

Kegiatan Belajar 1 : Teorema Ketunggalan dan
Teorema Dasar Isometri
A. Teorema Ketunggalan Isometri

120

Teorema 7.1 (Teorema Ketunggalan Isometri):
Diketahui tiga titik A, B, dan C yang tak segaris dan
titik-titik A’, B’, dan C’. Ada paling banyak satu isometri
yang memetakan A ke A’, B ke B’, dan C ke C'.

Teorema 7.2:
Jika s adalah garis yang melalui titik asal dan

pencerminan H; memetakan titik A(1,0) ke titik

B(h,k), maka [ (X, y) = (hx+ky,kx=hy)  untuk
setiap (x,y) eV .

Contoh 7.1:
Jika O(0,0) dan P(x,y), tentukan rumus peta P

terhadap rotasi O g¢!

Penyelesaian:

Misal garis s melalui O(0,0) dan menyudut 30°
dengan sumbu s, titik A(1,0) , dan peta A oleh [

adalah B atau ,US(A)=B. Untuk menentukan

koordinasi B, perhatikan segitiga OCB yang siku-siku
di C dengan mZBOC =60°. Pada segitiga OCB

tersebut, OC = %,OB —1.Maka BC = %\/5 . (dengan

d'['ng.zn



rumus Pythagoras). Dengan demikian koordinasi

B(%%\/éj

*x

0 5 0 A=(L9)

v

Gambar 7.1

Jika P(x,y) maka dengan menggunakan Teorema 7.2
kita peroleh:

ﬂs(P)=ﬂs(X,y)=6X+%«/§y %ﬁx—%yj.

Tetapi jika t adalah sumbu-x maka Oq g = Hstd; . Oleh

karena itu, kita peroleh:

11 1 1
oo ()= P) =i Y= )= 353y 2B 3
Contoh 7.2:
Diketahui A(0,2),B(0,6),C(3,6), A'(—3,0),B'(-7,0),
dan C'(-7,-3). S adalah sebuah isometri yang
memetakan AABC ke AA'B'C'. Jka C'(-7,-3)
adalah sebarang titik di bidang, maka tentukan S(P)!
Penyelesaian:
Bila AABC dan AA'B'C' dibuat gambarnya, maka
akan seperti gambar dibawah ini. Dari AABC tersebut
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kita dapat memperoleh AA'B'C' dengan cara
mentransformasikan berturut-turut, yaitu

'y
B(O0,5) | 0.6
BY-7,0) ADZ) A
l/ﬁ-:m 0 x
7,3
v
Gambar 7.2

Dengan translasi 7 po , rotasi Py o , translasi } 5o , dan

refleksi f,.
Jadi, isometri S = £, ¥ 50 )90 a0 - Titik P(x,y) diambil

sebarang, maka:

S(P)=3S(x,y) = KV 0o Py o [7 20 (X V)] = KV 0o Py o [(x+0,y-2)
=M o [,0),900 (%Y =2]= 1, (7o (=Y +2,X))

=iy +2=-3x+0)] = 4, [(=y ~1-x)] = (-y -1-x)
Jadi, S(P)=S(x,y) =(-y—-1-X).

B. Teorema Dasar Isometri

Lemma 7.1:

Jika AB=CD, maka ada dua isometri yang
memetakan A ke C dan B ke D, yaitu yang satu
T ) dan satu lagi isometri lawan.

122

d'['ng.zn



Teorema 7.3 (Teorema Ketunggalan Isometri):
Setiap  (ccovvviiiiiiinnnn. ) adalah komposisi paling
banyak tiga refleksi (pencerminan).

Teorema 7.4 (Teorema Akibat):
Setiap (..ooovvviieinnnnn. ) adalah sebuah refleksi, refleksi
geser translasi, atau rotasi.

Teorema 7.5:
Jika AABC = AA'B'C', maka ada tepat satu isometri T
yang memetakan A ke A’, B ke B’, dan C ke C,

Definisi 7.1:

Dua buah himpunan disebut (................... ) jika dan
hanya jika ada sebuah isometri yang memetakan
suatu himpunan ke himpunan lainnya.

Contoh 7.3:
Diketahui T = H Y pg Pe s dan T tidak mempunyai

titik invarian. Isometri apakah T?
Penyelesaian:

Mg isometri lawan, Pc, isometri langsung, 7 ag

isometri langsung, H; isometri lawan, dan l; isometri

lawan. Jadi, T merupakan isometri lawan. Karena T
tidak mempunyai invarian, maka T adalah refleksi
geser, sebab isometri lawan itu kemungkinannya
refleksi dan refleksi geser. Karena refleksi mempunyai
titik invarian yang banyak sekali, yaitu garis sumbu
refleksinya, maka T tidak munkin berupa refleksi.
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Contoh 7.4:

Diketahui titik A(3,-2), B(6,—-2), C(-21), dan
D(-2,4). Tentukan isometri langsung T, apabila
T(A)=C dan T(B)=D.

Penyelesaian:

Bila kita buat gambarannya dalam sistem koordinat
kartesius, maka titik-titik di atas seperti pada Gambar
7.3. T yang diminta adalah isometri langsung, maka
kemungkinan dari T adalah translasi atau rotasi atau
merupakan komposisi dua isometri lawan. Bila
komposisinya lebih dari dua isometri, maka
kemungkinannya sangat banyak. Kedudukan ruas

garis AB dan CD bolah dikatakan istimewa, sebab
sejajar sumbu-sumbu koordinat. Apabila AB
dirotasikan sejauh 90° dengan pusat E(-2,-2),

BY 4y
A

maka
Gambar 7.3

tittk A(3,—2) akan menjadi titik A'(-2,3), dan titik
B(6,—2) akan menjadi titik B'(-2,6) .
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Agar titik A’ berimpit dengan C, maka kita translasikan

ruas garis A'B' dengan ¢ . Sehingga T = Y ac PE ov
. Kita tahu bahwa ¢ ¢, adalah isometerilangsung dan

Y ac jugaisometri langsung. Jadi, T= Y nc Pe o @dalah

isometri yang diminta.
Kita periksa, apakah benar T(A)=C dan T(B)=D?

T(A) = (7A'cpE,90°)(3’_2)

B [ (3-2)]= cos90 -sin90Y)3+2 s -2
~VaelPear BTENT ael | gy cos90 | —2+2) (=2

0 -1)5) (-2
=7ae Kl 0 j(oj + (_ ZH =7acl29)]=((-2+2)-20-9)+3 = (-2 =C

Jadi, T(A)=C
Anda diminta untuk memeriksa bahwa T(B)=D.

(petunjuk: lakukan dengan cara yang sama, seperti
memeriksa T (A) = C, tetapi tittik A diganti oleh titik B).

Latihan

1) Apakah Ut f, [y M, merupakan isometri? Bila
benar, apakah merupakan isometri langsung atau
lawan?

2) Diberikan ruas garis AB ditransformasikan dengan
T, sehingga T(A)=A" dan T(B)=B'. Apabila
AB =A'B', maka apakah T adalah satu-satunya
isometri?

3) Misalkan diketahui titik A dan B sehingga T (A) =B
dengan T isometri. Isometri apakah T?
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4) Menurut teorema ketunggalan isometri apabila
AABC = AA'B'C', maka ada tepat sebuah isometri
T sehingga T(AABC)=AA'B'C'. Apakah ada
isometri T, apabila AABC tidak kuivalen dengan
AA'B'C'?

5) Jika S adalah garis yang melalui O(0,0) dan
M (1,0) = (4,—2), maka tentukan (3,—2)!
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Rangkuman

1. Jika diberikan tiga titik A, B, dan C yang tidak
segaris dan titik-titik A’, B’, dan C’, maka ada paling
banyak satu isometri yang memetakan A ke A’, B ke
B’, dan C ke C'.

2. Jika s adalah garis yang melalui titik asal dan

pencerminan H; memetakan titik A(1,0) ke B(h,k)

, maka ,US(X, y) = (hx +ky,kx—hy) untuk setiap
(X, y)-

3. Jka Ab=CD, maka ada da isometri yang
memetakan A ke C dan B ke D, yaitu yang satu
isometri langsung dan satu lagi isometri lawan.

4. Setiap isometri adalah komposisi paling banyak tiga
refleksi (pencerminan).

5. Setiap isometri adalah sebuah refleksi, refleksi
geser, translasi, atau rotasi.

6. Jika AABC zAA'B'C', maka ada tepat satu
isometri T yang memetakan A ke A’, B ke B’, dan C
ke C'.

7. Dua buah himpunan disebut kongruen jika dan
hanya jika ada sebuah isometri yang memetakan
satu himpunan ke himpunan lainnya.
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Kegiatan Belajar 2 : Kesamaan (Parity) dan Persamaan
Isometri
A. Kesamaan (Parity)

128

Lemma 7.2:
Jika P adalah sebuabh titik, a dan b adalah garis, maka
ada garis ¢ dan d, dengan ¢ melalui P sehingga

Moy = HyHe .

Teorema 7.6:
Komposisi empat buah pencerminan sama dengan
komposisi dua buah pencerminan.

Teorema 7.7:

Sebuah (................... ) dapat dinyatakan sebagai
komposisi dua buah refleksi. (................... ) dapat
dinyatakan sebagi sebuah refleksi atau komposisi tiga
buah refleksi. Tak ada isometri yang bisa langsung dan
lawan sekaligus.

Teorema 7.8:
Jika P sebuah titik, g adalah garis, dan T adalah

a) T,Ungl = Hr(g)
b) TapgT‘lzuT(P)

Teorema 7.9:

Jika T adalah isometri, /' pg translasi, P, rotasi, dan

7 refleksi geser dengan sumbu garis k, maka:

a) Tyl o= VT(A)T(B)
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b) T,o(:’(/)T_l = Pricyp (@ Jika T isometri langsung

dan — @ jika T isometri lawan).

o I " adalah refleksi geser dengan sumbu T (k)

Teorema 7.10:
a) Jika fg = 1, maka S=1

b) Jika pc, = Pp,, maka C=D

Teorema 7.11:

U = U L jika dan hanya jika S =1 atau s tegak

lurus terhadap t.
Berdasarkan teorema 7.11, pernyataan-pernyataan
berikut adalah ekuivalen:

L Ul = fg
2. ppg =
3. Huw = M
4. u(t) =t

5. S=1 atau s tegak lurus terhadap t.

Teorema 7.12:
Komposisi dua buah (................... ) yang bukan
identitas dengan pusat-pusat berbeda tidak
komutatif.
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Contoh 7.5:
Jika T isometri, buktikan bahwa T,LIST_1 adalah

isometri lawan.
Penyelesaian:
Karena T isometri, maka (menurut teorema) T dapat
berupa isometri lawan atau isometri langsung. Jika T

isometri lawan, mata T ' juga isometri lawan.

Karena [ adalah isometri lawan, maka TusT_l

merupakan isometri lawan.
Jika T isometri langsung, maka T ' juga isomteri

: . -1
langsung. Karena [ isometri lawan, maka T,uST

. : . -1
merupakan isometri lawan. Jadi T,UST merupakan

isometri lawan

Contoh 7.6:
Buktikan bahwa titik invariant dari £, ,0(;‘0,(1[1 adalah

1(C)

Penyelesaian:

Harus ditunjukkan bahwa
(P ot )(14,(C)) = 14,(C). Dengan

mengggunakan teorema-teorema yang telah
dipelajari di atas, maka:

(/’ltpC,(p/’lt_l)(/’lt (C)) =HLPc, [:Ut_llut (C)]
= HPc, (C)
= 14,(C), karena p,(C) = (C)

d'['ng.zn



Contoh 7.7:

Jika T isometri dan B adalah involusi, maka TBT
adalah involusi. Buktikan!

Penyelesaian:

Menurut definisi jika B involusi, maka B = B ™. Jadi,
untuk menunjukkan bahwa TBT " involusi, maka

kita perlihatkan  (TBT _1)_1 =TBT . Dengan
menggunakan teorema-teorema yang telah dipelajari
di atas, maka
BT H) ' =BT ) '=TH'(TB)'=TBT*=TBT*
.Jadi, TBT * adalah involusi.

. Persamaan Isometri

Karena refleksi geser merupakan isometri, maka
persamaan refleksi geser dapat diturunkan dari
komposisi pencerminan dilanjutkan dengan translasi
dan komposisi yang lainnya, sesuai dengan
ketentuan isometri tersebut. Jadi, untuk memperoleh
persamaan refleksi geser kita lakukan dengan cara
mensubstitusi  persamaan-persamaan translasi.
Untuk menurunkan persamaan-persamaan refleksi
geser tersebut, sebaiknya kita ingat kembali
mengenai rumus-rumus persamaan pencerminan,
setengah putaran, translasi, dan rotasi, yaitu:

1. Pencerminan
Misal titik P(x,y) adalah sebarang titik di bidang

dan garis S memppunyai persamaan
s={(x,y)|ax+by+c=0}. Jika, ,US(P)ZP'
dengan P'(x',y"), maka:
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. 2a(ax + by +c) dan
a’ +b?
_ 2b(ax +by +c)
a’+b?

2. Translasi

Misal translasi ) g dengan A(0,0),B(a,b) dan
P(x,y) adalah titik sebarang di bidang. Jika
}’AB(P) =P dengan P'(x',y'), maka X'=X+a dan
y'=y+b. Sementara itu, jika TBT ' dan

TBT™, serta }pg dengan P'(x',y’), maka
X'=x+(p-a) dan y'=y+(q-b).

Setengah Putaran
Setengah putaran dengan pusat A(a,b) untuk

titik P(x,y) adalah OA(P)IP'(X',YI) engan
X'=2a—X dan y'=2b—y.

Rotasi
Rotasi yang pusatnya A(0,0) dengan sudut @

dari titik P(x,y) adalah ,OA,(/,(P):P'(X',Y')

dengan X'=X-CoOsSp—Yy dan
y'=x-sinp+y-cose. Sementara itu, jika
pusatnya A(a,b), maka
y'=a+(x—a)-cosp—(y—b)-sing dan

y'=b+(x—a)-sing+(y—b)-cose.

d'['ng.zn



5. Refleksi Geser
Kita ambil komposisi menurut definisi refleksi

geser itu, yaitu jika 7 refleksi geser dan t// AB ,

maka Y = ) gt dengan t adalah

(heveeeiiiee, ). Misal persamaan sumbu
refleksi geser terebut adalah

t ={(x, y) | ax + by + c = 0}, titik A(,0,0) dan
B(p,q). Bila P'=(x',y') adalah peta titik

P =(x,y) oleh 7 atau y(P)=P', maka untuk
menentukan x’ dan y’, kita substitusikan

persamaan pencerminan f; ke persamaan

translasi ) pg . Kita tahu bahwa

#(P)=P°(x* +y°) dengan

%O :X_Za(ax+by+c) dan
a’+b?
0 _ y — 2b(ax +by +c) . Karena
a?+b?

V=7 (PO) =744 (P)]=P', maka

X=X’ + P dan Y'= y° +(. Setelah x” dan y”
disubstitusikan, maka kita peroleh:
_ 2a(ax+by+c) dan
a’+Db?
2b(ax + by +c)
 a?+b?
Apabila A(t,u) dan B(p,q), maka

7=V, (P°)=P" dengan X'=Xx"+(p-t) dan

X'=X

yl:
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Y=Y’ +(q-U). Setelah x* dan y’
disubstitusikan maka kita peroleh:
_ 2a(ax+by+c)

X'= X b +(p-t) dan
Y=y — 2b(ax2+by2+c) +(q-u)
a“+b
Karena isometri itu dapat dikelompokkan juga
menjadi dua macam, vaitu (................... ) dan
(ceeeeeeiies ), maka persamaan kedua jenis

isometri tersebut sebagai berikut:
A. Persamaan Isometri Langsung
Jika T isometri langsung, P(x,y) sebarang titik di

bidang, dan T(P)=P' dengan P'=(x",y"),
maka: x'=ax—by+c dan y'=bx+ay+d
dengan a® +b? =1.
Persamaan isometri di atas dapat pula ditulis
sebagia berikut:
X'=ax—by+c
y'=bx+ay+d
1=0x+0y+1
dengan a® +b® =1
X' a —-b c|x
Atau | Y'|=|b a d| y|dengan a?+b? =1
1 0 0 1|1

a —-b c
. Matriks T=|b a d| dengan a®+b? =1,
00 1

disebut  (................. ). Karena isometri
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langsung tersebut ada dua jenis, yaitu translasi
dan rotasi, maka matriks T di atas merupakan
matriks translasi dan rotasi.

B. Persamaan Isomer Lawan
Jika T isometri lawan, P(x,y) sebarang fitik di

bidang, dan T(P)=P' dengan P'=(x",y"),
maka: x'=ax—by+c dan y'=—(bx+ay+d)
dengan a® +b? =1.

Persamaan isometri di atas dapat pula ditulis
sebagia berikut:

X'=ax—hy+c

y'=—-bx—ay—d
1=0x+0y+1
dengan a® +b? =1
X' a -b c |x
Atau y'|=|-b —-a —-djy dengan
1 0O 0 1 |1
a -b c
a?+b?=1.Matriks T=|-b —a -—d|dengan
0 0 1
a’?+b? =1, disebut (................... ). Karena

isometri lawan tersebut ada dua jenis, yaitu
refleksi dan refleksi geser, maka matriks T di atas
merupakan matriks refleksi dan refleksi geser. Hal
ini tak mudah untuk diperlihatkan apabila sumbu-
sumbu refleksinya tidak istimewa, karena refleksi
terhadap garis sebarng merupakan komposisi
beberapa buah isometri. Kusus untuk refleksi
terhadap beberapa garis intimewa kita diminta
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mencoba menunjukkannya. Misalnya refleksi
terhadap sumbu x, terhadap sumbu y, terhadap
garis X =Kk, terhadap garis y = h, terhadap garis
Yy =X, dan terhadap garis Yy =—X

Teorema 7.13:
Jika P(x,y), T adalah isometri sehingga

T(P) = P'dengan P'(x',y"), maka x'=ax—by+c
dan y'=+(bx+ay+d), dengan a® +b* =1
Contoh 7.8:

Tentukan peta titik P(2,—1) oleh isometri T yang

1 0 2
matriks isometrinya adalah |0 1 3 |!
0 01

Penyelesaian
Missal pet dari P adalah Q, maka T(P)=Q,

sehingga:
1 0 2|2 4
Q=|0 1 3|-1|=|2
0 0 1]1 1

Jadi, peta dari P adalah Q(4,2)

Contoh 7.9:
Tentukan prapeta titk Q(4,-3) olen T yang

1 0 4

matriksnya |0 1 1|1
0 01

Penyelesaian
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Misal P adalah prapeta titik Q oleh T, maka
T(P)=0 atau P=T7(Q)
Bila T ' dihitung, maka akan diperoleh
1 0 4
T =0 1 -1|. Maka dari itu
0 01
1 0 4 |4 0
P=/0 1 -1|-3|=|-2|. Jadi, koordinat
0 01 |1 1
P(0,—2) .
Contoh 7.10:

Tentukan peta S={(X, Y)|X2

+y? +4x+6y+9=0}

= ow N

1 0
olehisometri T =0 1
0 0

Penyelesaian
Missal P(x,y) pada s dan peta P olenh T adalah

Q(x',y"), maka Q=T(P), sehingga

X' 1 0 4 |x X+2

y'|={0 1 -1)jy|=|y+3

1 0 01 |1 1

Dari persamaan diatas kita peroleh X'=x+2 dan

y'=y+3 atau X=X-2 dan y=y'-3. Bila harga x
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dany ini kita substitusikan ke persamaan s, maka kita
peroleh (X—2)° +(y'=3)* +4(x-2) +6(y'-3) +9=0
. Apabila persamaan ini disederhanakan akan kita
peroleh (X')*+(y)’ =4. Apabila digambar pada
bidang Cartesius tegak berupa lingkaran. Kita

diminta untuk menentukan koordinat pusat dan
panjang jari-jari lingkaran tersebut.

Latihan

1) Jika M., 4, dan K, berturut-turut pencerminan
terhadap garis n, m, dan k. Apakah mungkin

menjadi U U, = K ? Tunjukkan kebenaran

jawaban anda!
2) Jika @ involusi dan g adalah transformasi,

buktikan bahwa ﬂaﬂfl suatu involusil
3) Jika P sebuah titik dan /, adalah pencerminan

terhadap garis g, buktikan ,ugap,ug’l =0, @

4) Buktikan: g, =, jika dan hanya jika

Hupw = H!
5) Tentukan isometri lain dari:
a) OcVmOc
b)  PaptgPny
c) HiPaokh
d) 7Vas0p) 8
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Rangkuman

1. Komposisi empat buah pencerminan sama
dengan komposisi dua buah pencerminan.

2. Jika P sebuah titik, g adalah garis, dan T adalah
isometri, maka:

a. T,ugT_1 = Hr(q)
b. To,T = o7 (p)

3. Jika T isometri, g translasi, O¢, rotasi dan y

refleksi geser dengan sumbu k, maka:
-1
a. Tyl =77(AT(B)
b. TpC'wT_lsz(C)'w (@ jika T isometri

langsung dan — @ jika T isometri lawan)

C. T)/T_l adalah refleksi geser dengan sumbu

T(k)
4. Jika Mg = H;, maka S=1.Danjika pc, =Pc,
,maka C=D.

5. UM, =M U jika dan hanya jika S=1 atau s

tegak lurus dengan t.
6. Pernyataan-pernyataan berikut adalah ekuivalen:

a. Mg = H

b, sttty = fh
¢ Huw = H
d. p(t)=t
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e. S=1 atau s tegak lurus dengan t.

7. Komposisi dua buah rotasi yang bukan identitas
dengan pusat-pusat berbeda tidak komutatif.

8. Jka P(x,y), T adalah isometri sehingga

T(P)=FP dengan P'(X,y"), maka
X'=ax—by+c dan y'=+(bx+ay+d), dengan
a’+b?=1.
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Tes Formatif Modul 7

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat!
1) Diketahui T(A)=A',T(B)=B', dan AB=AB,
maka T adalah .....

A. Kesebengunan
B. Translasi
C. Dilatasi

D. isometri
2) Jika pencerminan H; memetakan titik (1,0) ke titik
(a,b), maka M .....
A. (ax+by,bx—ay)
B. (bp—aqg,ap+bq)
C. (ap—bag,bp+aq)

D. (ap+bqg,bp—aq)

3) Jika EEE dengan T(A)=C dan T(B)=D,

A. T bukan isometri
B. T isometri langsung.
C. T isometri lawan

D. T isometri langsung atau lawan
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4) Misal isometri T:ﬂsﬂtﬂvﬂrﬂw, maka T

merupakan .....
A. Rotasi
B. Translasi

C. Pencerminan atau refleksi geser
D. Rotasi atau translasi

5) Misal isometri R=pg44,05,Vcpth, maka R
merupakan

A. Rotasi
B. Translasi
C. Pencerminan atau refleksi geser

D. Rotasi atau translasi

6) T isometri dan Tpcy(/)T*l:pT(c)ya. Jka T

merupakan isometri langsung, maka & = .....

A @
B. —¢@
C. 90°-¢
D. 90°+¢

7) Jika T isometri dan y adalah refleksi geser, maka

T/T ™ merupakan ...

A. Pencerminan.

B. Translasi.

C. Rotasi.

D. Refleksi geser.
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8) Diketahui pernyataan:
(1) /ut/us = /us:ut

(2) My = M

3) #s(t)=t, dan

(4) S=t atau s tegak lurus dengan t.
Pernyataan yang benar adalah .....
A. (1) ekuivalen (2)

B. (1) ekuivalen (3)

C. (1) ekuivalen (4)

D. A, B, dan C semua benar

9) Jika T isometri, maka ) pg merupakan isometri .....

A. Langsung

B. Lawan

C. Tidak langsung, tidak lawan
D. Dapat langsung, dapat lawan

10) Titik invariant dari ,utpc’(p,uf1 adalah .....
A 14(C)
B. Py
c. (1)

-1

D. 4
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MODUL 8
Similaritas

Kegiatan Belajar 1 : Similaritas dan Dilatasi

A. Similaritas
Definisi 8.1
Transformasi T disebut (................... ) jika dan
hanya jika ada konstanta k>0 sehingga untuk
setiap titik P dan Q. P'Q'=k(PQ) dengan P'=T(P)

dan Q'=T(Q).
Teorema 8.1:

1) T memetakan garis pada garis.
2) T mengawetkan ukuran sudut.

3) T mengawetkan kesejajaran.

Teorema 8.2 (Teorema Akibat):
Kesebangunan mengawetkan ke tegak lurusan dua
buah garis.

Teorema 8.3:
Jika T dan | adalah kesebangunan, maka TL adalah

[T ).

B. Dilatasi
Definisi 8.2:
Diketahui, sebuah titik A dan bilangan positif r.
Pemetaan yang berpusat A dengan faktor skala r
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disebut (................... ) (dinotasikan D, ) jika dan

hanya jika untuk setiap titik P di v berlaku:
a) Jika P=A, maka D,,(P)=A.

b) Jika P#A, maka D,, (P)=P' dengan P’ adalah
titk pada sinar AP sehingga A—P':r(AP).
Pernyataan ini ekuivalen dengan P’, yaitu titik
yang mengakibatkan AP'=Tr(AP).

Teorem 8.4:
Setiap dilatasi adalah (................... ).

Teoema 8.5:

Jika s dan s’ peta garis s oleh dilatasi DA,r , maka:
a) s'=s,jika Aes,dan

b) s'//s,jika Ags.

Contoh 8.1:
Diketahui titik-titik A, P, dan Q yang tak segaris.

Lukislah D, 4/5 Q)

Penyelesaian:
Misalkan D,y3(Q) =Q' sehingga AQ':%AQ.
Cara melukisnya:

1) Buat AQ (panjang disesuaikan keperluan).
2) Buat garis k melalui A tidak berimpit dengan AQ
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3) Pada garis k buat tiga buah titik dengan skala
yang sama, yaitu Al,Az dan A3

4) Hubungkan A3 dengan Q.

5) Buat A/Q' sejajar dengan A,Q.

Gambar 8.1
Contoh 8.2:
Jika O(0,0) dan B(2,5), tentukan koordinat
B'= Dy (B)!

Penyelesaian:

Menurut definisi dilatasi, bila Dg4(B)=B" maka
OB'=3(0B). Karena 0O(0,0), B(2,5), dan misalkan
B'(x',y"), maka OB'=3(0B) atau
(X—0,y'-0)=3(2—-05-0) atau (x',y')=3(2,5).
Sehingga kita peroleh x'=6 dan y'=15. Jadi,
koordinat B'(6,15) .
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C. Komposisi Dilatasi
Teorema 8.6:

Jka D,, adalah sebuah (.................. ) dengan

pusat A(a,b) dan faktor skala r maka untuk P(x,y)
sebarang titik di bidang, berlaku
D, (P)=((rx+a(-r),ry+bl-r)).

Teorema 8.7:

Komposisi dua dilatasi D,, dan Dy, dengan A#B

adalah suatu dilatasi Dc,r dengan C pada AB jikars

tidak sama dengan 1. Sementara itu, bila rs=1,
komposisi dua dilatasi tersebut adalah suatu

(e ) yang sejajar dengan AB .

Teorema 8.8:

Jika D,, dan D, adalah dua buah dilatasi dengan
pusat yang sama, yaitu di A, maka:

a) Du Dps =D, jika rs=1.

b) Du,Dys =1, jika rs=1.

C) DA,r DA,s = DA,s DA,r
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Teorema 8.9:

Untuk setiap dilatsi D, balikannya adalah DA .-

r

Teorema 8.10:

Diketahui translasi ) g dan dilatasi-dilatasi DA,z dan

2

DB maka } g = DA,2DBl.

1
2

Teorema 8.11:
Q) Vo = DA,SDB

1
'3

D) Ve = DA,MDB . dengan n bilangan asli.

"N+l

Teorema 8.12:
Komposisi sejumlah dilatsi dan isometri adalah
kesebangunan.

Contoh 8.3:

Pada contoh ini kita akan diperlihatkan penggunaan
dilatasi untuk membuktikan bahwa keiga garis berat
suatu segitiga berpotongan di satu titik.
Penyelesaian:

Gambar 8.2
148
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Andaikan M adalah titik tengah AC dan N adalah

titik tengah BC . Misalnya, X titik pada AN sehingga

AX =2(XN) dan Y pada BM sehingga

BY =2(YM) . Kita akan membuktikan bahwa X =Y

Berturut-turut diperoleh:

1) X= DAE(N) dan N = DBE(C)' Jadi,
'3 2

X = DA ) DB . (©). Sementara itu,
32

-1 -1
[DAEJ :DA% dan [DB';J =Dg,. Maka,

C=D;,D ,(X).
'3

2) Y= DB , (M) dan M = DAl (C). Jadi,
'3 2

Y = DB ) DA L (©). Sementara itu,
32

C= DB’ZDA2 (X). Maka,
'3

C=D_,D ,Dy,D 5(X).

3 2 2

Karena D , =D Dg, dan D ;=D Dgj,

B2 Bl g3 gl
'3 '3 ) ‘2
maka:
Y = (DB 1 DB,2)(DA3DB,2)(DA1 DA,3)(X)
'3 "2 2

149

d'l:'n_r,r.zn



150

= DB;(DB,zDAE)(DB,zDAl)DA,s(X)
3 5 :

2
= DBEyBAJ/BADA,S(X)

3

= DB 172BADA,3(X)
'3

= DB 1 (DB,SDB E)DAB(X)
= (DB,EDB&)(DB,E DA,3)(X)

=(MM(X)=X

Dengan cara yang sama, buktikan jika Z € CK

dengan K adalah titik tengah AB dan CZ :%CK

atau CZ =2ZK maka Z = X . Bila ini telah terbukti,
dapat dibuat kesimpulan berikut. Karena

X em,Y GW,Z e&, dan X =Y =7, maka
ketiga garis berat AABC tersebut melalui satu titik.

LATIHAN
1) Jika T kesebangunan, sebutkan sifat-sifat dari T
tersebut!

2) Jika DA,r adalah dilatasi yang pusatnya A dengan

faktor skala r dan D, ,(P) =P apa yang dapat
Anda katakan tentang titik P tersebut?

3) Diketahui P(1,-3) dan A(0,0), tentukan D, ,(P)
!
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4) Diketahui A@3) dan P(X,Y,) adalah titik

sebarang. Tentukan koordinat P'= DA3 (P)!
4

5) Jika s=[(x,y)|2x+y =8], tentukan persamaan

s'= DA4(S) dengan A(13).
3
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Rangkuman

Suatu transformasi T disebut kesebangunan jika
dan hanya jika ada konstanta k >0 sehingga
setiap tittk P dan Q, P'Q'=k(PQ) dengan
P'=T(P) dan Q'=T(Q) .

Kesebangunan memetakan garis pada garis,

mengawetkan ukuran sudut, mengawetkan
kesejajaran dan mengawetkan ketegaklurusan.

. Jika T dan L kesebangunan, maka TL

kesebangunan.

Setiap dilatasi adalah kesebangunan.

Jika s garis dan s’ peta garis s oleh dilatasi DA’r ,
maka:

a. s'=s,jika Aes.

b. s'/ls,jika Ags.

. Jika P(x,y) dan 0(0,0), maka

Do, (%, y) = (rx,ry).

. Jika P(x,y) dan A(a,b), maka

D, (X, y)(rx+al—r),ry+b-r)).

. Jika A#B, maka:

a. DA,rDB,s = DC,rs dengan C pada AB, jika
rs=1.
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b. Du,Dgs=7cp dengan CB//E, jika
rs=1

9. Jika D,, dan D,, adalah dua buah dilatasi

dengan pusat yang sama, yaitu A, maka:

a. DA,r DB,s = DC,rsv ]Ika rs=1.
b. D, Dgs =1, jika rs=1.
c. DuDgs=Dg,D,,.

10. (D,,) " = D,

11. Yome = DA,n+1DA 1.

"n+1

12. Komposisi sejumlah dilatasi dan isometri adalah
kesebangunan.
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Kegiatan belajar 2 : Teorema Similaritas dan
Persamaan Similaritas
A. Teorema Similaritas (Kesebangunan).

154

Teorema 8.13 (Teorema Kesebangunan):
Jika AABC =~AXYZ, maka ada tepat satu
T ) T, sehingga T(A) = X,T(B) =Y, dan

Teorema 8.14:

Setiap (c.ovvvivininnnnn. ) dapat dinyatakan sebagai
komposisi antara dilatasi dan paling banyak tiga buah
pencerminan (sebuah isometri).

Definisi 8.3:
Dua himpunan A dan B disebut (................... )

dinotasikan A=~ B jika dan hanya jika ada
kesebangunan yang memetakan himpunan A ke
himpunan B.

Contoh 8.4:

Jika T kesebangunan yang memetakan AABC ke
ADEF , seperti pada gambar 8.23 dan P(2,-2),
tentukan koordinat T (P) !

i : EL10.3)
o2

\ Bim

Gambar 8.3
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Penyelesaian:
Diketahui bahwa T(AABC)~ ADEF, seperti pada

Gambar 8.23, artinya T(A)=D,T(B)=E, dan
TC)=F.

AB =(3-0)°+(0-0)* =3 dan

DE =(0-0)*+(3-2)* =1. Karena T

kesebangunan, maka DE =k(AB) atau k:%.

Misalkan T(P)=P' dengan P'(x',y'), ditentukan
koordinat P’. Dari T (A) = D dan T(P) = P', maka:
DP'=k(AP)

& (X'-0,y'-2) = %(2 ~0,-2-0).

o (X, y-2) = (é—%)

Jadi, kita peroleh x'=§ dan y':%. Maka itu,

29

Contoh 8.5:

L adalah lingkaran dengan pusat L dan jari-jari 1 cm.
bujur sangkar ABCD adalah bujur sangkar yang
menyinggung lingaran L dari luar. Sementara itu, bujur
sangkar EFGH adalah bujur sangkar yang berada di
dalam lingkaran L. Tentukan kesebangunan T yang
memetakan bujur sangkar EFGH ke bujur sangkar
ABCD sehingga T(E) = A dan T(F)=B.
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Penyelesaian:

Buatlah diagonal BD dan AC. Kedua diagonal ini
berpotongan di titik L. Ruas garis LE merupakan jari-
jari lingkaran L, sedangkan LA merupakan sisi miring
segitiga siku-siku sama kaki LAE. Jadi, LE =1 dan

LA:\/E sehlngga— J2 atau LA= JOLE

Kita buat D - DLﬁ(E) =E' sehingga

Gambar 8.4

LE'=+2LE. Dengan demikian LE'= LA. Begitu pula
titik-titik sudut F, G, dan H bila didilatasikan dengan

DL /2 dan misal peta-petanya berturut-turut adalah F’,
G’,dan H'. Maka itu, LF'=LG'=LH'= LA'= LA. Kita

komposisikan DLﬁ dengan P\ 45, maka:
PLasD 5 (E) = pLus(E) = A

PrasP, 5 (F) = pLus(F) =B

PLasP 5 (G) = p (G =C

PLasD 5 (H) = pLs(H) =D

d'['ng.zn



Dengan komposisi pL,45DLJ§’ ternyata bujur sangkar
EFGH dipetakan ke bujur sangkar ABCD. Jadi,
kesebangunan T yang dicari adalah T = PL,45DL\/§.

. Persamaan Similaritas

Teorema 8.15 (Teorema Persamaan Similaritas):

Misalkan S adalah (................... ) dimana S(P) = P’

dengan P(x,y) dan P'(x',y'), maka:

{XI: pr=ay=>= } dengan p2+q2 #0.

y'=£(ax+ py +1)

Contoh 8.6:

Tentukan bayangan titik P(1,2) oleh (................... )
2 0 8

yang matriknya S=0 2 -2!
0 01

Penyelesaian:
Misalkan bayangan titik P adalah titk P'(x',y'). Ini

berarti S(P)=P'. Koordinat P dan P’ kita ubah
menjadi koordinat homogen (masih ingatkah tentang
koordinasi homogen?) sehingga P(1,2) menjadi
P(,2,1), sedangkan P'(x',y') menjadi P'(x',y'1).

2 0 8 |1 X'
Dari S(P) = P', kita peroleh |0 2 —-2|2|=|Y'|.
0 01 |1 1
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x'=10
Setelah dijabarkan, kita peroleh { } Jadi,

bayangan titik P(1,2) adalah P'(10,2).

Latihan
1) Diketahui D;, (AABC) = AA'B'C' dan

D, (A)= A'= A, Buat sketsa P(1,2) dan P(1,2)
!

2) Jika A, B, C, dan D empat titik berbeda, manakah
yang tidak ada tiga titik yang segaris diantara empat
titik tersebut. Tentukan syarat agar terdapat suatu
dilatasi yang memetakan A ke B dan C ke D!

3) Jika S similaritas lawan dari S((x, y)) = (X', y'),
trntukan x’ dan y’!

4) Tentukan peta titik P(5,4) oleh kesebangunan
6 00
yang matriksnya M =0 6 0!
0 01

5) Tentukan peta garis s={(x,y)|2x+3y+6=0}
6 00
oleh kesebangunan yang matriksnya M =0 6 0!

0 01
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Rangkuman

1. Jka AABC ~AXYZ, ada tempat satu
kesebangunan T sehingga T(A)= X, T(B)=Y,
dan T(C)=2.

2. Setiap kesebangunan dapat dinyatakan sebagai
komposisi antara dilatasi dan sebuah isometri.

3. Dua himpunan A dan B disebut sebangun, lalu
dinotasikan A~B jika dan hanya jika ada
kesebangunan yang memetakan himpunan A ke
himpunan B.

4. Misalkan S adalah similaritas (kesebangunan) di
mana S(P)=P' dengan P(x,y) dan P'(x,y"),

maka {X': pPx=qy=>= } dengan p2+q2 #0.
y'=£(ax+ py +1)
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Tes Formatif Modul 8

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat!
1) Diketahui T(P)=P', T(Q)=Q", dan P'Q'=k(PQ)
dengan k >0, maka T disebut .....

A. Isometri.

B. Translasi.

C. Pencerminan.
D. Kesebangunan.

2) Jika T kesebangunan, 1 garis lurus, dan T(l) =1
makal .....

A. Berupa garis lurus.

B. Bukan garis.

C. Berupa garis lengkung.

D. Bias garis lengkung dan bias garis lurus.

3) Jika T dan L kesebangunan, komposisinya adalah

A. Kesebangunan.
B. Dilatasi.
C. Isometri.

D. Translasi.
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4) DA'r adalah dilatasi yang pusat A dengan factor skala

5)

6)

7

rdan D,,(P)=A, maka .....

A.P#A.
B. P=A.
C. Jarak dari P ke A semakin dekat.

D. Jarak dari P ke A semakin jauh.

Diberikan s garis dan D, (S) =$'. Pernyataan yang

benar di bawah ini adalah .....

A. Jika A¢s, maka s'=s.

B. Jika Ag¢s, maka s'//s.

C. Jika A¢s, maka s’ tegak lurus s.

D. Jika Ag s, maka s’ berimpit s.

Jika  AABC ~AXYZ,T(A)= X, T(B)=Y

T(C)=Z, maka disebut .....
A. Isometri.

B. Translasi.

C. Kesebangunan.

D. Dilatasi.

Jika Dp,(AABC) =AA'B'C', maka......

A. AABC' dipetakan ke AA'B'C' oleh Dy, .
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8)

9)

B. AABC =~ AA'B'C'
C. AABC = AA'B'C'
D. A, B, dan C semuanya benar.

Jika himpunan a dipetakan oleh suatu kesebangunan
T ke himpunan B, maka ....

A. A=B.

B. AxB.

C. Atidak = B

D. A=B

Jika T suatu kesebangunan, maka T adalah .....
A. Isometri.

B. Translasi.

C. Dilatasi.

D. Transformasi.

10) Jika T suatu transformasi, T(x,y)=(x",y') dengan

X'=ax—by+c dan y'=bx+ay+d dimana
a’ +b* =1, maka T disebut .....

A. Isometri lawan.
B. Isometri langsung.
C. Kesebangunan.

D. Dilatasi.
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MODUL 9
Grup Simetri dan Grup Dihedral

Kegiatan Belajar 1 : Simetri dan Grup Simetri
A. Refleksi Geser
Definisi 9.1:
Jika (G,0) adalah (................... ) dan aeG, maka

H={a" |N bilangan bulat} adalah subgrup siklik dari
grup (G,o) yang dibangun oleh a. Jika (G,o) adalah

grup, aeG dan H ={a" |n bilangan bulat} maka a

adalah (................... ) dari grup (G,o) dan G =(a)
adalah (................... ).

Definisi 9.2:

Andaikan H adalah himpunan titik-titik di bidang. Garis g
disebut (................... ) dari H jika #,(H)=H (artinya

H invarian terhadap )

Anda perhatikan garis g, h, dan | yang merupakan garis-
garis bagi sudut dalam AABC yang sama sisi pada
Gambar 9.1. Garis g disebut garis simetri AABC sebab
ug(C) = C,ug(A) = B,dan uy(B) = A. Dengan demikian
g memetakan AABC ke dirinya sendiri atau
ug(AABC) = AABC. Secara umum, memang harus
diperiksa bahwa setiap titik P € AABC maka uy(P) €
AABC. Anda diminta untuk meneliti, apakah garis h dan
garis i merupakan simetri untuk AABC?
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Gambar 9.1
Pada jajaran genjang ABCD di bawah, garis g dan garis
h bukan garis simetri. Mengapa? Melalui setengah
putaran dengan pusat P, jajaran genjang ABCD
dipetakan terhadap dirinya sendiri atau o,(mABCD) =

(mABCD). Titik P disini disebut titik simetri.

Gambar 9.2
Definisi 9.3:
Andaikan H adalah himpunan titik-titik di bidang. Titik P
disebut (cvovvoveveen. ) untuk H jika 0p(H)=H

(artinya H invarian terhadap Op).

Dari definisi diatas, g garis simetri H dan P adalah
(e, ) H, yaitu u,(H)=H dan o,(H) =H.
Maka ugdan o, disebut simetri untuk H. kita tahu bahwa
pgdan o, merupakan isometri.
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Definisi 9.4:
Andaikan H adalah himpunan titik-titik di bidang.
Isometri @ disebut (................... ) dari H jika

o(H) =H (artinya H invarian terhadap ¢)

Teorema 9.1:

Andaikan H adalah sebuah himpunan titik-titik di V,
himpunan simetri-simetri dari H dengan operasi
komposisi adalah (................... ).

Latihan
1) Apa yang dimaksud dengan grup terhingga?

2) Berikan minimal dua buah contoh grup terhingga!

3) Periksa apakah (G,o) dengan G ={L 5150, 0o 240}
adalah grup!

4) Apa yang dimaksud dengan simetri suatu bidang?

5) Tentukan simetri-simetri pada sebuah persegi!
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1.

3.
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Rangkuman

Grup yang ordonya terhingga disebut grup terhingga,
sedangkan grup yang ordonya tak terhingga disebut
grup tak hingga.

. Jika (G,o) adalah grup dan aeG, maka H={a"|n

bilangan bulat} adalah subgrup siklik dari grup (G,o)
yang dibangun oleh a. Jika (G,) adalah grup, aeG

dan H ={an In bilangan bulat} maka a adalah
generator dari grup (G,0) dan G =<a> adalah grup
siklik.

Andaikan H adalah himpunan titik-titik di bidang, maka:
a. Garis g disebut garis simetri dari H jika 4,(H)=H

(artinya H invarian terhadap £l;)

b. Titik P disebut titik simetri untuk H jika 0p(H)=H
(artinya H invarian terhadap 0Op).

c. Isometri @ disebut simetri dari H jika ¢(H)=H
(artinya H invarian terhadap @)
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Kegiatan Belajar 2: Grup Dihedral dan Teorema
Leonardo

Teorema 9.2:

Untuk setiap bilangan asli-n, ada suatu segi-n yang memiliki

grup simetri Dn dan ada suatu segi-n yang memiliki

Bila kita merumuskan kembali makna dari teorema diatas,
disimpulkan jika ada segi-n yang mempunyai grup simetri
D,,, maka grup tersbut tentunya memiliki subgroup C,,, Akan
tetapi, ada juga segi -n yang hanya memiliki grup simetri C,,.
Anda coba pelajari contoh berikut.

Gambar 9.3

Diketahui AABC sama sisi dan terdapat daerah berbayang-
bayang di dalamnya. Simetri- simetri yang dimiliki AABC
tersebut adalah R = pp120. R? = pp120, R3 = pozeo =1.
Andaikan G; = {l, R, R?}, C; = (G1,0) adalah group.

Anda diminta untuk memeriksa bahwa Cz adalah grup siklik
yang dibangun oleh R.
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Teorema 9.3 (Teorema Leonardo da Vinci):

Sebuah grup (.....covvevvnnnnnn. ) adalah suatu grup siklik Cn
atau grup dihedral Dn .

Teorema 9.4 (Teorema Akibat):
Grup simetri untuk segi banyak beraturan adalah sebuah
(bereneeeees ) atau sebuah (................... )-

Latihan
1) Tentukan simetri-simetri persegi panjang (yang bukan
persegi)!
. 2 p3
2) Apabila R=poq dan G={LR,R",R’} merupakan
himpunan simetri langsung dari persegi ABCD, apakah
yang dimaksud 1,R2, dan R®?

3) ABCD adalah persegi, sedangkan O adalah titik potong
diagonal AC dan BD.

.

Gambar 9.4

Jika Pogo =R dan 1 =M | tentukan ;!

168

d'['ng.zn



4) Jika G himpunan simetri-simetri persegi dan (G,-) adalah
grup, tentukan subgrup siklik dari (G,o)!

5) Jika G adalah himpunan simetri-simetri persegi ABCD,

yaitu {1, R,RZ,RB,M,RM,RZM,R3M}, tentukan
(R*™M)™
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170

Rangkuman

Grup dihedral merupakan grup simetri segi-n beraturan.
Grup ini memuat grup siklik. Grup dihedral

dilambangkan dengan Dn dan grup sikliknya dengan Cn
Hubungan antara Dn dan Cn sebagai berikut;
Dn :(Gl.O) dengan G = himpunan simetri segi-n

beraturan dan C, =(G,,°),G, ={L R, R*,...R"}.

. Untuk setiap bilangan asli n, ada suatu segi-n yang

memiliki grup simetri Dn dan ada suatu segi-n yang

memiliki grup simetri Cn.

. Salah satu teorema yang berhubungan dengan grup

dihedral dikemukakan oleh Leonardo da Vinci sebagai
berikut; sebuah grup isometri terhingga adalah grup

siklik Cn atau grup dihedral Dn.
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Tes Formatif Modul 9

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat!
1) (24,+) adalah grupdan 1€ Z, maka 1® = .....
A. 1.
B. 2.
C. 3.
D. 4.
2) (G,) adalah siklik dengan

G= {,00,360, Po 2400 Po120- Generatornya adalah .....

A, Po 360
B. Po.240
C. Poin

D.  Poseo dan Poi20

3) H adalah himpunan titik-titik di bidang v, sedangkan
g disebut garis simetri dari H, jika .....

A 1y (9)=9.
B. #y(H)=H.
C. ,UH(V)=V-
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D. #4,(9)=9.

4) OP(H) =H dengan P adalah titik tertentu dan H
adalah himpunan titik-titik di bidang v, maka .....

A. H adalah simetri dari P.

B. P adalah simetri dari H.

C. Op adalah simetri dari H.

D. Op adalah titik simetri dari H.

5) H adalah himpunan titik di bidang v. Isometri &
disebut simetri dari H jika .....

A. H(e)=H
B. H(@)=«
C. a(v)=v

D. a¢(H)=H

6) Titk O adalah titikk potong AC dan BD yang

merupakan diagonal-diagonal persegi ABCD . [
adalah simetri dari persegi tersebut, jika s melalui

B. O dan tidak tegak lurus AC
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C. O dan tegak lurus AC

D. Titk Adan B

Untuk soal nomor 4 s/d 10 gunakan ketentuan
berikut:

AC dengan h adalah salah satu garis yang melalui

4 h
D (F
< » |
(8
A B
A 4 g

r

diagonal persegi ABCD. Kemudian, AC dengan O
adalah titik potong karena diagonal persegi ABCD
(perhatikan gambar).

7) Simetri-simetri persegi ABCD tersebut adalah ...
A {LRR*R%}.
B. {tty i1}
c. {LR,R*R*M,RM}

p. {LR,R*R*,M,RM,R*M,R’M}
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8) Jika G adalah himpunan simetri persegi ABCD,
subgrup siklik dari (G,-) adalah (H,.) dengan H =

B. {LR,R*R’}.

c. {M,RM,R’M,R*M}.
D. {L M}

9) Jika G adalah himpunan simetri persegi ABCD dan

C. R°M
D. MR

10)Jika G adalah himpunan simetri persegi
ABCD,RM G, dan R*M G maka

RM oR*M = ......
Al

B

C. R?
D. R*M
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