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KATA PENGANTAR 

Puji syukur saya panjatkan kehadirat Allah SWT atas 

rahmat  dan hidayah -Nya atas terselesaikannya  buku ajar 

Geometri  Transformasi  dengan  model  guided note taking . 
Tim peneliti

 

memberikan masukan atas permasalahan yang 

terjadi  di  dunia pendidikan  dalam  bentuk  pelaksanaan 

penelitian  dan  menghasilkan  sebuah  buku  ajar , 
Selanjutnya  Tim peneliti  telah  merumuskan  masalah  dan 

ternyata  masih  banyak  mahasiswa  mengalami  kesulitan 

terhadap  mata  kuliah  yang  berkaitan  Geometri

 

salah 

satunya adalah mata kuliah Geometri Transformasi.

 

Kemudian dari hasil penelitian  kami  menunjukkan 

bahwa rata -rata mahasiswa  mengalami kesulitan dalam 

pembuatan grafik

 

dan kesulitan  dalam mengerjakan

 

soal 

abstraksi berkaitan dengan geometri . Oleh karena itu Tim 

peneliti

 

membuat buku ajar Geometri  Transformasi

 

dengan 

model guided note taking

 

(GNT), sehingga mahasiswa bisa 

lebih aktif  dalam  proses  pembelajaran.  

 

Demikianlah pengantar dari saya semoga 

bermanfaat bagi kita semua, dan atas kritik dan sarannya 

kami ucapkan banyak terima kasih. Aamiin

 

Semarang, 19

 

Juni 2021

 

Penulis
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Modul 1 

Relasi, Fungsi, dan Transformasi 

Kegiatan belajar 1 : Relasi dan Fungsi  

A. Pengertian Relasi 

Definisi 1.1: 

Misalkan A dan B (……………….) tak kosong dan P(x,y) 

kalimat matematika terbuka Ax ke Ay . Relasi R 

dari himpunan A ke B merupakan suatu himpunan yang 

(………………………….) pasangan terurut (a,b) dengan 

Aa dan Bb serta P (a,b) bernilai benar. 

Contoh 1.1 

asli}bilangan suatu  ,5{ zzzA = , P(x,y) = x habis 

membagi y. Relasi R dari himpunan A ke A yang 

ditunjukkan oleh P(x,y) adalah {(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), 

(2,2), (2,4), (3,3), (4,4)}, seperti gambar 1.1 berikut. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Beberapa istilah yang perlu diingat dalam relasi dua 

fungsi yaitu peta, prapeta, domain, dan range. 
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B. Macam-Macam Relasi 

Definisi 1.2: 

Misalkan A suatu (……………..……….), R suatu relasi 

dari A ke A. R disebut relasi refleksi jika dan hanya jika 

untuk setiap  Ax berlaku ( ) Axx , . 

 

Contoh 1.2 

Misalkan A = {1,2,3,4} dengan 

)}4,4(),1,4(),4,2(),1,1{(1 =R dan 

)}4,4(),1,4(),3,3(),2,2(),1,1{(2 =R . R1 bukan relasi 

refleksi, sebab A3,2 , sedangkan  
1(3,3) (2,2), R . 

akan tetapi, R2 adalah relasi refeksi sebab untuk setiap 

Ax maka 
2),( Rxx   yaitu 

2(4,4)(3,3), (2,2),(1,1), R . 

 

Definisi 1.3: 

Misalkan A suatu himpunan tak kosong, R suatu relasi 

dari A ke A. Relasi R disebut (……………….) jika dan 

hanya jika untuk setiap  ( ) Ryx , berlaku ( ) Rxy , . 

 

Contoh 1.3 

R1 dan R2 pada contoh 1.2, masing-masing bukan 

merupakan relasi simetri, sebab ( ) 14,2 R . Akan tetapi 

( ) 12,4 R  dan ( ) 21,4 R , tetapi ( ) 24,1 R  

 

Definisi 1.4: 

Misalkan A suatu himpunan tak kosong, R suatu relasi 

pada A. Relasi R disebut (……………….) jika dan hanya 

jika untuk setiap  ( ) Rzyyx ),(,, berlaku ( ) Rzx ,  
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Definisi 1.5: 

Misalkan A suatu himpunan, R suatu relasi pada A. 

Relasi R disebut (……………….) jika dan hanya jika R 

adalah relasi refleksi, simetri, dan transitif. 

 

Definisi 1.6: 

Misalkan A,B dua himpunan  dan R relasi dari A ke B 

Relasi balikan (invers) dari R yang ditulis R-1

( )( ) Rxyyx ,, . 

 

Contoh 1.4 

R1 dan R2 pada contoh 1.2,  dapat ditentukan bahwa  

( ) )4,4(),4,1(),2,4(,1,11

1 =−R  dan 

( ) )4,4(),4,1(),3,3(),2,2(,1,11

2 =−R  

 

C. Pengertian Fungsi 

Definisi 1.7  

Suatu relasi f dari himpunan A ke himpunan B disebut 

(……………….) jika dan hanya jika setiap Ax ada 

dengan tunggal By sehingga fyx ),( . 

Contoh 1.5 

Misalkan R himpunan semua bilangan real. Ditetapkan 

relasi f dari R ke R sebagai berikut. 

1. Rxxxf = ,)( 2
 

2. Rxxxf = ,)( 3
 

Manakah diantara relasi diatas yang merupakan fungsi? 

Penyelesaian: 

1. Karena xxxRx = 2, , maka xx   adalah 

anggota R dan juga merupakan hasil yang tunggal 
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maka setiap Rx mempunyai peta, yaitu x2, jadi f 

merupakan fungsi dari R ke R. 

2. Karena RxxxxRx = 3, , maka xxx   

adalah anggota R dan juga merupakan hasil yang 

tunggal maka setiap Rx mempunyai peta, yaitu x3, 

jadi f merupakan fungsi dari R ke R. 

 

D. Macam-Macam Fungsi 

Definisi 1.8 

Misalkan f (……………….) dari himpunan A ke himpunan 

B. Fungsi ini disebut fungsi A ke B jika dan hanya jika

By ada Ax sehingga y = f(x). 

 

Definisi 1.9 

Misalkan f fungsi dari himpunan A ke himpunan B. Fungsi 

ini disebut (……………….) dari A ke B jika dan hanya jika 

untuk setiap Ayx , , jika yx  maka )()( yfxf  . 

 

Teorema 1.1 

Misalkan f fungsi dari A ke B. Pernyataan Ayx  , , jika 

yx  maka )()( yfxf  ekuivalen dengan pernyataan: 

Ayx  , jika f(x) = f(y) maka x = y. 

 

Teorema 1.2 

Fungsi f dari himpunan A ke himpunan B adalah satu-satu 

jika dan hanya jika Ayx  ,  jika f(x) = f(y) maka x = y. 

 

Definisi 1.10 

Fungsi f dari himpunan A ke himpunan B disebut 

(……………….) jika dan hanya jika f merupakan fungsi 

kepada dan fungsi satu-satu. 
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Rangkuman 

 

1. Relasi R dari himpunan A ke B mempunyai suatu 

himpunan yang anggota-anggotanya adalah 

pasangan terurut (a,b) dengan  Aa ke Bb dan 

R(a,b) berarti benar. 

2. Relasi ekuivalen adalah 

a. Relasi refleksi; 

b. Relasi simetri; 

c. Relasi transitif. 

3. Setiap relasi R dari himpunan A ke B mempunyai 

relasi balikan (invers) , yaitu 

}),(),{(1 RabbaR =−  

4. Relasi f dari himpunan A ke himpunan B disebut 

fungsi jika dan hanya jika setiap Ax ada tunggal 

By sehingga f(x) = y. 

5. Fungsi f dari himpunan A ke himpunan B disebut 

fungsi satu-satu jika dan hanya jika setiap unsur 

Ay  ada Ax sehingga f(x)=y. 

6. Fungsi f dari himpunan A ke himpunan B disebut 

fungsi satu-satu jika dan hanya jika setiap Ayx ,

dengan yx  maka )()( yfxf  atau untuk setiap 

Ayx , menjadi f(x)=f(y) maka x = y. 

7. Fungsi f dari himpunan A ke himpunan B disebut 

fungsi bijektif jika dan hanya jika f merupakan fungsi 

kepada dan fungsi satu-satu. 
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Kegiatan Belajar 2 : Transformasi 

A. Pengertian Transformasi 

Definsi 1.11 

Misalkan V bidang Euclides. Fungsi T dari V ke V 

disebut suatu (……………….) jika dan hanya jika T 

sebuah fungsi bijektif. 

 

Contoh 1.6 

Misalkan V bidang Euclides dan A sebuah titik tertentu 

pada V. Ditetapkan relasi T sebagai berikut. 

i) T(P) = A, jika P = A 

ii) Jika Vp dan Ap   ,T(P) = Q dengan Q 

merupakan titik tengah ruas garis AP . 

Apakah relasi T merupakan suatu transformasi? 

Penyelesaian   

Karena yang harus diteliti relasi T sehubungan dengan 

suatu transformasi, berdasarkan defiinsi 1.11, diperoleh 

persyaratan suatu transformasi, yaitu: 

1. T suatu fungsi dari V ke V 

2. T suatu fungsi bijektif. 

Dari definisi 1.10, diperoleh persyaratan bahwa suatu 

fungsi bijektif adalah  

1. Fungsi tersebut harus merupakan fungsi kepada 

2. Fungsi tersebut harus merupakan fungsi satu-satu. 

 

B. Komposisi Transformasi 

Definisi 1.12 

Andaikan diberikan dua transformasi T1 dan T2, 

komposisi dari T1 dan T2 yang ditulis dengan notasi 

21 TT  ditetapkan sebagai: 

21 TT    VPPTTP = ,21
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Teorema 1.3 

Apabila diberikan dua transformasi T1 dan T2, 

(……………….) dari T1 dan T2 merupakan suatu 

transformasi. (Teorema ini disebut pula teorema 

ketertutupan transformasi). 

 

Contoh 1.7 

Ambil transformasi T1 yang ditetapkan.  

i) T(P) = A, jika P = A 

ii) Jika VP dan Ap   ,T(P) = Q dengan Q 

merupakan titik tengah ruas garis AP . 

Misalkan V bidang Euclides, sedangkan A suatu titik 

tertentu. T1 ditetapkan untuk setiap VP , 

iii) Jika P=A, T1(P) = A. 

iv) Jika P A, T1 (P)=P’ dengan P’ titik tengah AP . 

Selanjutnya, kita ambil relasi T2 yang ditetapkan sebagai 

berikut, misalnya V bidang Euclides dan g suatu garis 

tertentu. Untuk setiap VP  

v) Jika gP , T2 (P) = P 

vi) Jika gP  T2 (P) = P’ dengan P’ titik tengah ruas 

garis tegak lurus dari P ke g. 

Selidiki : 

a) Apakah T2 suatu transformasi ? 

b) Apakah 
21 TT  =

12 TT  ? 

Penyelesaian: 

1. Ditunjukkan bahwa 

a. T2 fungsi dari V ke V 

Berdasarkan 2.1, VX  dan gX  maka X 

tunggal dari X oleh T2, Berdasarkan 2.2, 

VX  dan gX  . Ada tunggal garis tegak 

lurus kepada g melalui X. Hal ini mengakibatkan 
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tunggalnya titik tengah ruas garis tegak lurus dari 

X ke g. Jadi, untuk VX  dan gX  , ada 

tunggal peta anggota V yang memenuhi 2.2, jadi 

T2 suatu fungsi dari V ke V. 

 

b. T2 fungsi bijektif 

1) T2 fungsi kepada 

Ambil sebarang VY  . Apabila gY  , ada 

prapeta Y oleh T2, Apabila  gY  , ada 

tunggal garis l yang tegak g melalui Y. 

Misalnya, lgN =][ . Akhirnya ada  garis 

NY . Hal ini mengakibatkan ada ruas garis 

NX sehingga NXY  dan XYYN = . Dari 

uraian ini, ada X sehingga  gYX ⊥ dan Y = 

T(x). jadi T2 fungsi kepada.  

2) T2 fungsi satu-satu 

Ambil dua titik sebarang VYX , sehingga 

YX  , unutk X,Y pada sisi yang berbeda 

oleh garis g, )()( 22 YTXT  sebab )(2 XT

dan )(2 YT terletak pada sisi yang berbeda 

oleh garis g.  Perhatikan Gambar 1.2 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 1.2 
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Untuk X,Y pada sisi yang sama dengan g, 

dengan gXY ⊥ . Karena gXY ⊥ maka 

jarak dari X ke g dengan jarak dari Y ke g 

berbeda. Akibatnya )()( 22 YTXT  sebab 

jarak dari )(2 XT ke g separuh jarak dari X ke 

g. sementara itu, jarak dari T2 (Y) ke g 

separuh jarak dari X ke g. Sementara itu, 

jarak dari T2 (Y) ke g separuh jarak dari Y ke 

g. Perhatikan Gambar 1.3 

 

 

 

 

 

 

Gambar 1.3 

Untuk X,Y pada sisi yang sama oleh g, XY

tidak tegak lurus g. Hal ini berakibat ada 

garis l melalui X tegak lurus g dan garis m 

melalui Y tegak lurus g, lg // . Karena 

lXT )(2
, mXT )(2

dan ml // maka 

)()( 22 YTXT  , perhatikan gambar 1.4, jadi 

T2 fungsi satu-satu. 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 1.4 
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Karena T2 fungsi kepada dan satu-satu, T2 pun 

suatu fungsi bijektif. Dengan demikian T2 

merupakan fungsi dari V kepada V dan bijektif 

sehingga T2 merupakan fungsi dari V kepada V 

dan bijektif sehingga T2 disebut sebagai suatu 

transformasi. 

2. Ambil sumbu x sebagai garis g dan sumbu y 

sebagai garis yang melalui titik A tegak lurus 

garis g. Akibatnya, titik A dapat dimisalkan 

berkoordinat (0,b), ambil sebarang titik 

VyxP ),( , didapat  









+= ybxPT

2

1
,

2

1
)(1 merupakan titik tengah 

AP, VyxP  ),( . 

VyxPyxPT 







= ),(,

2

1
,)(2 , 

Pandang  

  















+=








== ybxyxTPTTPTT

2

1

2

1
,

2

1

2

1
,)( )(  12121   

  ( ) ( )







+=








+== ybxybxTPTTPTT

4

1
,

2

1

2

1
,

2

1
)( )(  21212 

Jadi VyxPPTTPTT  ),(),(  )(  1221   

Maka itu,   1221 TTTT   akibat dari contoh ini, 

dapat di Tarik kesimpulan bahwa pada 

komposisi transformasi tidak bersifat komutatif. 

 

Teorema 1.4 

Komposisi transformasi bersifat asosiatif 
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C. Transformasi  Balikan (invers) 

Definisi 1.13 

Suatu transformasi   disebut (……………….) 

jika dan hanya jika setiap VP berlaku  (P) = 

P. 

 

Teorema 1.5 

Jika T suatu transformasi dan   suatu 

(……………….), berlaku TTT ==    

 

Definisi 1.14 

Suatu transformasi T1 disebut (……………….) 

(invers) dari trasnformasi T jika dan hanya jika 

berlaku  

== 11 TTTT   

 

Teorema 1.6 

Setiap transformasi T mempunyai satu 

transformasi balikan (invers) 

 

Teorema 1.7 

Misalkan diberikan dua buah transformasi T1 

dan T2, maka ( ) 1

1

1

2

1

21

−−−
= TTTT   
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Rangkuman 

 

1. Himpunan semua transformasi terhadap operasi 

komposisi "" membentuk grup yang disebut 

grup transformasi. 

2. Langkah pengkajian untuk menyatakan suatu 

relasi T merupakan suatu transformasi adalah 

analisis sebagai berikut: 

a) T fungsi dari V ke V 

b) T fungsi bijektif 

1) T fungsi kepada 

2) T fungsi satu-satu 

3. Jika T1 dan T2 transformasi, 21 TT  juga 

merupakan transformasi. 

4. Untuk setiap transformasi T1, T2, dan T3 berlaku 

( ) ( )321321 TTTTTT  = . 

5. Jika T1 dan T2 transformasi, 

( ) 1

2

1

1

1

12

−−−
= TTTT  . 

6. Jika T1 dan T2 transformasi, maka komposisi 

transformasi dari T1 dan T2 ditetapkan sebagai: 

( ) VPPTTPTT = )],([)( 2121  . 

7. T1 disebut transformasi balikan(invers) dari 

transformasi T jika dan hanya jika 

== 11 TTTT  . 
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Tes Formatif Modul 1 

 

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat! 

1. Diberikan A = semua bilangan asli, Relasi 

 102dan  ,,),( =+= yxAyxyxR . Domain dan 

range dari relasi R adalah…. 

A. Domain = {(1,8), (2,6), (3,4), (4,2)}, 

Range={8,6,4,2}. 

B. Domain = {1, 2, 3, 4}, Range={8,6,4,2}. 

C. Domain = {(8,1), (6,2), (4,3), (2,4)}, 

Range={1,2,3,4}. 

D. Domain = {2, 4, 6, 8}, Range={1,2,3,4}. 

 

2. Diberikan A = {2,4,6,8}. Relasi pada A yang 

merupakan relasi refleksi adalah…. 

A. [(2,2),(2,4),(2,6),(4,6), (6,8),(8,2), (8,4)] 

B. [(2,2),(2,4),(2,6),(4,6), (6,8),(8,2), (8,8)] 

C. [(2,4),(4,4),(2,6),(4,6), (6,6),(6,8), (8,8)] 

D. [(2,2),(2,4),(4,4),(2,6), (6,6),(6,8), (8,8)] 

 

3. Diberikan C = {a,b,c,d}. Relasi pada C yang 

merupakan relasi transitif adalah….. 

A. [(a,a), (c,c), (d,d)] 

B. [(a,b),(b,c),(c.d),(a,c)] 

C. [(b,c),(d,c),(c,a),(b,d)] 

D. [(d,c),(c,c),(d,e),(c,a),(b,d),(d,a)]  

 

4. Diberikan R = himpunan semua bilangan real, 

Relasi-relasi f di bawah ini yang merupakan fungsi 

pada R adalah…. 
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A. 
65

1
 = f(x)

2 +−

−

xx

x
 

B.  RyRxy =+ ,,12xy)(x,= y)f(x, 22  

C.  1y)(x,= y)f(x, =xy  

D. f(x) = x – 2 

 

5. diberikan R = himpunan bilangan real. Di antara 

fungsi-fungsi f di bawah ini yang merupakan fungsi 

satu-satu dari R ke R adalah….. 

A. f(x) = -x2 

B. f(x) = x2 + 1 

C. f(x) = 4x – 2 

D. f(x) = x4 

6. Diberikan sebuah lingkaran dengan jari-jari r dan 

pusatnya di titik A ditetapkan relasi T sebagai 

berikut untuk setiap titik VP . 

i) T(P) = A, jika P = A. 

ii) T(P)=Q Sehingga AP.AQ = r2 , jika AP  . 

Pernyataan yang benar berikut ini adalah…. 

A. T bukan fungsi dari V ke V 

B. T fungsi dari V ke V 

C. T suatu transformasi 

D. T mempunyai balikan 

7. Diberikan T1 dan T2 merupakan suatu transformasi, 

pernyataan yang benar adalah…… 

A. 1

11

1 )( TT =−−
 

B. 
1

2

1

1

1

21 )( −−− = TTTT   

C. nsformasi tentu trabelum dan  1

2

1

1

−− TT  

D. 1221 TTTT  =  
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8. Diberikan T suatu transformasi. Pernyataan yang 

benar adalah…. 

A. Semua titik pada bidang V berpindah tempat 

oleh T 

B. Ada titik pada bidang V yang tidak berpindah 

tempat oleh T 

C. Semua titik pada V mempunyai peta oleh T 

D. Tidak semua titik pada V mempunyai prapeta 

oleh T 

Untuk soal no 9) dan no 10) pilihlah 

A. Jika 1 dan 2 benar 

B. Jika 1 dan 3 benar 

C. Jika 2 dan 3 benar 

D. Jika 1, 2, dan 3 semuanya benar 

9. Diberikan relasi   himpunan semua transformasi 

dan "" operasi komposisi. Pernyataan yang benar 

adalah… 

1. Relasi identitas   yang ditetapkan 

g   maka   ,)( =  VPPP  

2.   pada  tertutup""  

3. Jika T1 dan T2  maka 21 TT  . 

10.  Jika V bidang Euclides, relasi-relasi dari V ke V 

berikut ini   

   yang merupakan transformasi adalah….. 

1. VyxPyxPT += ),(),2 ,1()(1  

2. VyxPyxPT −= ),(),1 ,()(2  

3. VyxPyxPT −= ),(),2 ,
2

1
()(3
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Modul 2 

Isometri dan Pencerminan 

Kegiatan Belajar 1 : Isometri 

A. Pengertian Isometri  

Definisi 2.1 

Misalkan T suatu transformasi, transformasi T ini disebut 

(……………….) jika dan hanya jika untuk setiap 

pasangan titik P dan Q anggota dari bidang Euclides V 

berlaku bahwa ''' PQQP = dimana P’ = T(P) dan 

Q’=T(Q). 

Contoh 2.1 

Misalkan diketahui garis g pada bidang V. pandang 

transformasi T yang ditetapkan sebagai berikut: 

a) Jika gP maka T(P) = P. 

b) Jika gP maka T(P)=P’ sehingga g sumbu dari 

'PP . Apakah transformasi T ini suatu isometri atau 

bukan? 

Penyelesaian : 

Sesuai definisi 2.1 ambil sembarang dua titik P dan Q 

anggota dari V. selanjutnya misalkan T(P)=P’ dan 

T(Q)=Q’. dari pemisalan T(P)=P’ dan T(Q)=Q’. akan 

diperoleh dua hal yaitu: 

1. g sumbu dari 'PP , apabila misalkan  NPPg = '

maka 'NPPN = . 

2. g sumbu dari 'QQ , apabila misalkan 

 MQQg = ' maka 'MQQM = . 

Sekarang, perhatikan gambar 2.1 hubungkan masing-

masing P dan Q, P’ dan Q’, P dan M, serta P’ dan M. 
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Gambar 2.1 

Kemudian, perhatikan PNM dengan NMP' . 

Karena PN=NP’, NMPPNM ' (sudut siku-siku) dan 

NM=NM maka NMPPNM ' . Akibatnya : 

1. PM= P’M 

2. MNPPMN '  

Sekarang, pandang PQM dengan MQP '' . 

PM = P’M 

'NMQNMQ  (siku-siku) 

MNPPMN '  

PMNNMQPMQ −=  

MNPNMQMQP '''' −=  

PMNNMQMQP −= ''  

Akibatnya : ''MQPPMQ   

QM = Q’M 

Dari (1), (2), dan (3) disimpulkan  MQPPQM ''  

Akibatnya, PQ=P’Q’. 

Karena P dan Q siambil sebarang titik pada V, dapat 

disimpulkan bahwa setiap pasangan titik P dan Q pada V 

berlaku P’Q’=PQ. Jadi, transformasi T yang ditetapkan 

memenuhi definisi 2.1. Maka itu, dapat disimpulkan 

bahwa transformasi T merupakan suatu isometri. 
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B. Sifat-Sifat Isometri 

Teorema 2.1 

Setiap (……………….) bersifat: 

a) Memetakan garis menjadi garis 

b) Mengawetkan ukuran sudut 

c) Mengawetkan kesejajaran 

 

Teorema 2.2 

Apabila garis g dan h saling tegak lurus dan T suatu 

isometri, maka T(g) dan T(h) juga saling tegak lurus. 

 

Teorema 2.3  

Komposisi dua buah isometri adalah sebuah 

(……………….). 

 

C. Isometri Langsung Dan Isometri Lawan 

Definisi 2.2 

Misalkan (P1,P2,P3) adalah ganda tiga titik yang tidak 

kolinear. Apabila urutan perputaran P1,P2 ke P3 sesuai 

dengan perputaran jarum jam, (P1,P2,P3) disebut memiliki 

orientasi negative. Apabila urutan perputaran P1,P2 ke P3 

berlawanan dengan perputaran jarum jam, (P1,P2,P3) 

disebut memiliki (……………….). 

 

Contoh 2.2  

Misalkan diberikan enam buah titik (lihat gambar 2.2).  

Karena urutan perputaran A, B, ke C berlawanan dengan 

perputaran jarung jam, maka (A, B, C) berorientasi positif. 

Sedangkan urutan perputaran P, Q, ke R sesuai dengan 

perputaran jarum jam, akibatnya (P, Q, R) berorientasi 

negative. 
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Gambar 2.2 

Definisi 2.3 

Misalkan T suatu transformasi. T disebut (……………….) 

apabila setiap ganda tiga titik (P1,P2,P3) yang tidak 

kolinear orientasinya sama dengan orientasi dari petanya. 

Sementara itu, lainnya disebut tidak mengawetkan 

orientasi. 

 

Definisi 2.4 

Suatu transformasi T disebut (……………….) jika dan 

hanya jika transformasi itu mengawetkan orientasi. 

Sementara itu, transformasi T disebut transformasi lawan 

jika dan hanya jika transformasi itu tidak mengawetkan 

orientasi. 

 

Definisi 2.5 

(……………….) adalah isometri yang merupakan 

transformasi langsung, sedangkan isometri lawan adalah 

isometri yang merupakan transformasi lawan. 

 

Contoh 2.3 

Perhatikan transformasi yang ditetapkan dalam contoh 

2.1, sudah ditelusuri bahwa transformasi T ini merupakan 

suatu isometri. Apakah T merupakan isometri langsung 

atau isometri lawan? 
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Perhatikan gambar 2.3. misalkan ambil tiga titik tak 

kolinear sebarang; A, B, dan C. Kemudian, cari T(A), T(B), 

dan T(C). misalkan T(A)=A’, T(B)=B’ dan T(C)=C’. 

 
Gambar 2.3 

Karena (A, B, C) berorientasi positif, sedangkan (A’, B’, 

C’) berorientasi negative, maka transformasi T 

merupakan transformasi lawan. Akibatnya, T suatu 

isometri lawan. 
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Rangkuman 

 

1. Transformasi T disebut isometri jika dan hanya jika 

untuk setiap pasangan titik P dan Q pada bidang 

Euclides V berlaku P’Q’=PQ dimana P’=T(P) dan 

Q’=T(Q). 

2. Setiap isometri bersifat  

a. Memetakan garis menjadi garis 

b. Mengawetkan ukuran sudut 

c. Mengawetkan kesejajaran. 

3. Jika hg ⊥ dan T suatu isometri, T(g) ⊥  T(h). 

4. Komposisi dua buah isometri adalah sebuah isometri 

5. Isometri langsung adalah isometri yang mengawetkan 

orientasi dan isometri lawan adalah isometri yang tidak 

mengawetkan orientasi. 
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Kegiatan Belajar 2 : Pencerminan  

A. Pengertian pencerminan 

Definisi 2.6 

Sebuah (……………….) pada sebuah garis g adalah 

fungsi g yang ditetapkan untuk setiap titik P pada 

bidang Euclides V sebagai berikut: 

a) Jika gP maka g (P) = P ( Gambar 2.4a) 

b) Jika gP maka g (P) = Q sehingga g 

merupakan sumbu dari PQ (Gambar 2.4b) 

 
Gambar 2.4 

Selanjutnya, g disebut sumbu refleksi (cermin) g . 

Contoh 2.4 

Misalkan diberikan titik A,B, dan C serta garis g, 

seperti pada gambar 2.5 dibawah ini. 

 
Gambar 2.5 

Lukis: 

a) Titik A’ sehingga A’= g (A) 
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b) Titik B’ sehingga B’= g (B) 

c) Titik C’ sehingga C’= g (C) 

 

Penyelesaian 

a) Karena A’= g (A) dan gA maka g merupakan 

sumbu dari AA' , artinya, A’ terletak pada garis l yang 

melalui A dan tegak lurus terhadap g. apabila 

glN =}{ maka AN=NA’ dan A dengan A’ terletak 

pada sisi yang berbeda oleh g. 

b) Karena B’= g (B) dan gB maka B’ = B. 

c) Karena C’= g (C) dan gC maka G merupakan 

sumbu dari  'CC . Akibatnya, C’ terletak pada garis m 

yang melalui C dan tegak lurus g sehingga jika 

gmM =}{ maka CM = MC’ dan C dengan C’ 

terletak pada sisi yang berbeda oleh g.  

Lukisan  

a) Buat garis l melalui A tegak lurus g. cari glN =}{ . 

Buatlah ruas garis ANNA ' sehingga lNA ' dan A’ 

dengan A terletak pada sisi yang berbeda oleh g. 

b) Jelas  

c) Buat garis m melalui C tegak lurus g. cari 

gmM =}{ . Buatlah ruas garis CMMC '

sehingga mMC ' dan C’ dengan C terletak pada sisi 

yang berbeda oleh g. 
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Gambar 2.6 

 

B. Pencerminan Sebagai Suatu Isometri 

Teorema 2.4 

Setiap pencerminan pada garis merupakan suatu 

isometri lawan 

 

Definisi 2.7 

Suatu transformasi yang balikannya adalah 

transformasi itu sendiri disebut (……………….). 

 

Teorema 2.5 

Setiap pencerminan pada garis merupakan suatu 

involusi. 

 

C. Persamaan pencerminan pada garis  

Bahasan pada persamaan pencerminan pada garis 

dibatasi hanya pada garis yang istimewa. Adapun 

ruus-rumus (……………….) pada garis-garis 

istimewa ini tertuang pada teorema berikut dan 

pembuktiannya hanya salah satu. 
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Teorema 2.6 

Misalkan g pencerminan pada garis g dan VyxP ),( , 

apabila: 

a)    y)(-x,(P) maka 0),( === gxyxg   

b)    (x,-y)(P) maka 0),( === gxyxg   

c)    y)x,-(2a(P) maka ),( === gaxyxg   

d)    y)-(x,2b(P) maka ),( === gbyyxg   

e)    x)(y,(P) maka ),( === gxyyxg   

f)    (-y,-x)(P) maka ),( =−== gxyyxg   

g)   








+

−+

+

+−
===

2

2

2

2

1

)1(2
,

1

2)1(
(P) maka ),(

m

ymmx

m

myxm
mxyyxg g  

 

Contoh 2.5 

Diketahui garis   ),( xyyxg == dan   0),( == yyxh serta 

titik-titik A(1,4) dan B(-2,1). 

Tentukan : 

a) A’ sehingga AA hg  .'  =  

b) A’ sehingga AA hg  .'  =  

Penyelesaian: 

a) Karena   ),( xyyxg == maka ),(),,()( yxPxyPg =

dan   0),( == yyxh maka ).,(),,()( yxPyxPh −=

Jadi, 

),(),,()],[()]([)( yxPxyyxPP ghghg −=−==  

Koordinat A’ dapat dicari dengan memakai rumus 

komposisi dua pencerminan diatas, yaitu A’=

( )  ( )1,3)3,1()( −== hghg A   . 
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b) )'()( BB hg  =  

)'()()()()( 111 BB hghghg

−−− =    

)'())(( 11 BBhg = −−    

'))(( BBgh =    

),(),,()],[()]([()( yxPxyxyPP hghgh −===    

Jadi, ( ) )2,1()]1,2[()(' =−== ghgh BB    

Contoh 2.6 

Diketahui garis  xyyxg −== ),( dan 

 33),( +== xyyxh . Tentukan persamaan garis h’ 

sehingga )(' hh g= . 

Penyelesaian  

 xyyxg −== ),(  maka ),(),,()( yxPxyPg −−=  

Misalkan hyxQ ),( 00 maka diperoleh hubungan,  

33 00 += xy  

).,(),()( 0000 xyyxQ gg −−==  misalkan ),()( yxQg =

maka diperoleh hubungan ),(),( 00 yxxy =−−  

yxxy =−=− 00 dan   

yxxy −=−= 00 dan   

Apabila (2) disubtitusikan pada 1 akan diperoleh, 

3(-x) = (-y) +3 

Y = 3x + 3 

Jadi,  33),(' +== xyyxh . 
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Rangkuman 

 

1. Pencerminan pada sebuah garis g adalah fungsi g

yang ditetapkan VP sebagai berikut. 

a) Jika gP maka PPg =)( . 

b) Jika gP maka QPg =)( , g sumbu datar PQ  

2. Jarak Antara peta ke garis cermin dengan prapeta ke 

garis cermin adalah sama. 

3. Pencerminan merupakan suatu isometri lawan. 

4. Pencerminan merupakan suatu involusi 

5. Pencerminan mempunyai titik invariant tak terhingga 

banyak. 
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Tes Formatif Modul 2 

 

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat! 
Untuk soal nomor 1 dan 2

A. Jika 1 dan 2 benar 

B. Jika 1 dan 3 benar

C. Jika 2 dan 3 benar

D. Jika 1, 2,  dan 3 semuanya benar
 

1) Pernyataan-pernyataan yang benar berikut ini adalah…..
 

1.
 

Jika T suatu isometri maka T suatu transformasi.
 

2.
 

Jika T suatu transformasi maka T suatu isometrei
 

3.
 

Suatu transformasi yang memetakan garis menjadi garis adalah 

isometri.

2) Pernyataan yang benar berikut ini adalah ……
 

1.
 
Komposisi isometri bersifat asosiatif

 

2.

 

Komposisi isometri bersifat komutatif 

 

3.

 

Setiap isometri mempunyai balikan

 

3) Diberikan titik -titik A(2, -1), B(4,0), C(-4,1), dan D (-2,k). apabila T 

suatu isometri sehingga T(A) = C dan T(B) = D, besar k adalah…

A.

 

-2

B. -1

C. 1

 

D.

 

2

 

4)Diberikan relasi T dengan rumus: VyxykxyxT = ),(),

 

,()],[( . Agar T 

suatu isometri, syaratnya adalah…

A.

 

}0{k

 

B. }1.1{−k

C. }1{k

D. }1,0,1{−k

5) Apabila T1, T2, T3, dan T4 masing-masing isometri, ( ) 1

4321

−
TTTT  =

A. 1

1

1

2

1

3

1

4

−−−− TTTT 

B. 1

1

1

2

1

3

1

1

−−−− TTTT 

C. 1

4

1

3

1

2

1

1

−−−− TTTT   
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6) Lukislah dibawah ini yang menyatakan bahwa ))((' AA
hg

 = adalah…

h

A1

g
A

A

A’

A’

h

g
A1

A

A’

h

g
A1

h

A’

g
A=A1

A. B.

C. D.

7) Diberikan garis xyyxg 2),( −== dan titik B=(-1,2). Koordinat titik C 

sehingga )(CB g= adalah ….

 A.

 

(-1, -2)

B. (-1, 2)

 C. (1, 2)

D. (1, -2)

8)Diberikan garis  1),( == yyxg dan  01),( =++= yxyxh . Persamaan 

garis )(' hh g= adalah…

A.  03, =+− xyyx

B.  01, =−+ yxyx

C.  01, =−− xyyx

D.  03, =+− yxyx  
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9) Diberikan garis 013),( =+−= ykxyxg dan titik B(3,1). Nilai k sehingga 

BBg =)( adalah… 

A. 
3

4
−

B. 
3

4
 

C. 
3

2
 

D. 
3

2
−

10) Diberikan  0122),( =++= kyxyxh , titik A(2,-1), dan 







−=

2

5
,

2

1
C Nilai k 

   sehingga AC
h

=)( adalah… 

A. -2 

B. -1 

C. 1 

D. 2  
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Modul 3 

Setengah putaran dan ruas garis berarah 

Kegiatan belajar 1 : Setengah Putaran 

A. Pengertian setengah putaran 

Setengah putaran merupakan keadaan khusus 

pencerminan, yaitu pencerminan terhadap suatu titik. 

“Garis sumbu” dalam pencerminan diambil alih perannya 

oleh (……………….) setengah putaran. 

Definisi 3.1 

Misalkan V bidang euclides dan A titik tertentu pada 

bidang V. (……………….) pada titik A adalah fungsi A

yang didefinisikan untuk setiap titik P pada V sebagai 

berikut: 

1) Apabila P = A, maka A (P) = A 

2) Apabila P   A, maka A (P) = Q sehingga A titik 

tengah ruas garis PQ . 

 
Gambar 3.1 

 

Contoh 3.1 

Diberikan A,B, dan C adalah titik-titik pada bidang 

Euclides V. Lukis: 

a) Titik D sehingga D = A (B). 

b) Titik E sehingga C = A (E) 
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Penyelesaian: 

a) D = A (B) berdasarkan definisi 3.1, A adalah titik tengah 

BD . Karena AB  , maka ada ruas garis BA . Kemudian 

perpanjangan ruas garis BA kearah titik A sehingga 

memperoleh ruas garis AD yang ekuivalen dengan ruas 

garis BA . Akibatnya ruas garis BD dimana A merupakan 

titik tengah ruas garis BD . Artinya D = A (B). 

b) C = A (E) berdasarkan definisi 3.1, A adalah titik tengah 

EC . Karena AC  , maka ada ruas garis CA . Kemudian 

perpanjangan ruas garis CA  kearah titik A sehingga 

memperoleh ruas garis AE  yang ekuivalen dengan ruas 

garis CA . Akibatnya mendapatkan ruas garis EC , titik A 

sebagai titik tengahnya, artinya C = A (E). 

 
Gambar 3.2 

1. Setengah putaran sebagai suatu isometri  

Teorema 3.1 

Setiap setengah putaran adalah suatu isometri 

 

2. Sifat- sifat setengah putaran 

Teorema 3.2 
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Apabila garis-garis g dan h berpotongan tegak lurus 

dititik A, maka hgA  = . 

Teorema 3.3 

Apabila hg ⊥  maka  ghhg   = . 

 

Teorema 3.4 

Setiap setengah putaran adalah (……………….). 

 

3. Persamaan setengah putaran 

Teorema 3.5 

Apabila A (a,b) dan P(x, y) sebarang titik, maka  

)2,2()( ybxaPA −−=  

 

B. Lanjutan setengah putaran 

Sifat – sifat setengah putaran dan pencerminan 

disebabkan ketentuan invarian, kolineasi, dan dilatasi. 

Definisi 3.2 

Misalkan A suatu titik tertentu pada bidang Euclides dan 

T suatu transformasi. Titik A disebut (……………….) pada 

transformasi T jika dan hanya jika berlaku T(A) =A. 

 

Teorema 3.6 

Setiap refleksi pencerminan pada garis mempunyai tak 

hingga (……………….). 

 

Teorema 3.7  

Setiap (……………….) mempunyai tepat satu titik 

invarian. 

 

Definsi 3.3  
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Sebuah transformasi T yang mempunyai sifat bahwa 

sebuah garis petanya adalah sebuah garis maka T 

disebut (……………….). 

 

Teorema 3.8 

Setiap refleksi pada garis merupakan suatu kolineasi. 

 

Definisi 3.4  

Suatu kolineasi yang mempunyai sifat bahwa peta dan 

prapeta suatu garis akan sejajar disebut (……………….). 

 

Teorema 3.10 

Setiap setengah putaran merupakan dilatasi 

 

Teorema 3.11 

Komposisi dua setengah pitaran denga pusat yang 

berbeda memiliki titik invariant. 

 

Teorema 3.12 

Apabila diberikan titik A dan B sehingga BA ,maka 

hanya ada satu buah setengah putaran yang memetakan 

A ke B. 

 

Teorema 3.13 

Apabila T suatu transformasi, L himpunan titik-titik dan A 

sebuah titik tertentu maka AT(L) jika dan hanya jika 

.)(1 LAT −
 

 

Contoh 3.3 

Diberikan }164),{( 22 =+= yxyxL , A(4,-3) dan B (3,1). 

Jika g adalah sumbu x, selidiki apakah ))(( LA Bg   ? 
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Penyelesaian 

( )

Vyxyxyx

Vyxyxyxyx

g

B

gBgBBg

−=

−−=−−=

==
−−−

),(,,()],[(

),(),2,6()1.2,3.2(],[

)(
111





 

 

Maka,  

( )

( )

)2,6(

)],([(

],)[(

],[)( 1

yx

yx

yx

yx

gB

gB

Bg

+−=

=

=

−











 

Sehingga  

)1,2(

)32,46(

)()( 1

=

−−=

− ABg  

 

Karena (2)2 +4(1)2 = 4 + 4 = 8  16, maka (2,-1) L atau 

LABg − )()( 1  . Berdasarkan teorema 3.13, bahwa 

))(( LA Bg   . 

dengan mempelajari uraian-uraian diatas, diharapkan 

memperoleh gambaran serta pemahaman yang cukup 

mengenai pengertian setengah putaran, sifat-sifat 

setengah putaran, dan persamaan setengah putaran. 
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Rangkuman 

 

1. Setengah putaran pada titik A adalah fungsi A yang 

didefinisikan untuk setiak titik P pada bilangan 

Euclides V sebagai berikut. 

a. Apabila P=A, maka A (P)=A. 

b. Apabila P A, maka A (P)=Q sehingga A titik 

tengah ruas garis PQ . 

2. Setengah putaran adalah suatu isometri. 

3. Setengah putaran merupakan komposisi dari dua 

pencerminan dengan kedua cerminnya saling tegak 

lurus dan melalui pusat putaran. 

4. Setengah putaran merupakan suatu involusi. 

5. Setengah putaran hanya mempunyai satu titik 

invariant 

6. Persamaan setengah putaran A (P) = (2a-x,2b-y) 

jika P(x,y) dan A(a,b). 

7. Setiap pencerminan pada garis mempunyai tak 

hingga titik invariant 

8. Setiap pencerminan pada garis merupakan kolineasi. 

9. Setiap setengah putaran merupakan suatu kolineasi 

10. Setiap setengah putaran merupakan dilatasi. 

11. Komposisi dua setengah putaran dengan pusat yang 

berbeda tidak memiliki invariant. 

12. Jika diberikan titik A dan B sehingga A  B maka 

hanya ada satu buah setengah putaran yang 

memetakan A ke B. 

13. Jika T suatu transformasi, L himpunan titik-titik dan A 

sebuah titik tertentu maka AT(L) jika dan hanya jika 

T-1(A) L 
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Kegiatan belajar 2 : Ruas garis berarah 

A. Pengertian ruas garis berarah  

Definisi 3.5 

Suatu ruas (……………….) adalah ruas garis yang salah 

satu ujungnya dinamakan pangkal dan ujung lainnya 

dinamakan akhir. Apabila A dan B dua titk, AB ditetapkan 

sebagai ruas garis berarah dengan pangkal titik A dan akhir 

titik B. 

 

Definisi 3.6 

CDAB  (dibaca garis AB ekuivalen dengan ruas garis CD) 

apabila DAP =)( dengan P titik tengah BC . 

 
Gambar 3.3 

 

Contoh 3.4 

Diberikan titik A,B,C, dan F pada bidang Euclides seperti 

gambar 3.14. 

 
Gambar 3.4 
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Lukis : 

a) D sehingga CDAB   

b) E sehingga EFAB   

Penyelesaian  

a) CDAB  , apabila DAP =)( , dengan P titik tengah 

BC maka titik D diperoleh dengan cara mencari titik 

tengah BC , kemudian beri nama titik P, selanjutnya 

cari D sehingga D = )(AP . 

 

b) EFAB  , apabila FAQ =)( , dengan Q titik tengah 

BE . Karena FAQ =)(  maka Q merupakan titik 

tengah AF . Karena Q titik tengah BE , maka 

EBQ =)( . Sehingga titik E diperoleh dengan cara 

mencari titik tengah AF , yaitu titik Q, kemudian 

mencari titik E sehingga )(BE Q= . 

 
Gambar 3.5 
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B. Sifat-sifat ruas garis berarah 

Teorema 3.14 

Apabila AB  dan CD  (……………….) maka 

segiempat ABCD sebuah jajaran gnjang jika dan 

hanya jika CDAB  . 

 

Teorema 3.15 

Relasi "" pada himpunan ruas garis berarah 

merupakan (……………….). Artinya, apabila 

diberikan AB , CD , dan EF maka 

a) BAAB  (Sifat refleksi) 

b) Jika CDAB  maka ABCD  (sifat simetri) 

c) Jika CDAB  dan EFCD  maka EFAB 

(sifat transitif) 

 

Teorema 3.16 

Apabila diberika titik P dan AB maka ada titik Q yang 

tunggal sehingga ABPQ  . 

 

C. Kelipatan ruas garis berarah 

Perkalian sebuah bilangan real dengan sebuah ruas 

garis berarah perhatikan definisi 3.7 berikut. 

Andaikan diberikan AB  dan k suatu bilangan real. 

Apabila k > 0 maka k AB adalah AP sehingga 

ABP dan AP = k(AB). Apabila k < 0 maka k AB

adalah AP dengan P anggota sinar yang berlawanan 
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dengan AB sedangkan ABkAP = . Selanjutnya AP  

disebut kelipatan dari AB . 

Contoh 3.5 

Apabila dberikan titik A dan B seperti dibawah ini. 

 
Gambar 3.6 

 

Lukis : 

a) AB
2

1
 

b) AB
4

3
−  

 

Penyelesaian  

a) Karena k = 0
2

1
 maka AB

2

1
adalah AP

sehingga ABP dengan AP = 
2

1
(AB). 

b) Karena k = 0
4

3
− maka AB

4

3
− adalah AQ

sehingga Q anggota sinar yang berlawanan 

dengan AB , dengan AQ = 
4

3
− AB= AB

4

3
. 

 

 

 

Gambar 3.7 
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Rangkuman 

 

1. Ruas garis berarah berbeda dengan ruas garis, 

ruas garis berarah salah satu ujungnya disebut 

titik pangkal dan lainnya titik akhir. AB ruas garis 

berarah dengan pangkal titik A dan akhir titik B. 

2. Relasi "" merupakan relasi ekuivalen pada 

himpunan semua ruas garis berarah. 

3. Titik- titik A,B,C dan D memenuhi CDAB   jika 

dan hanya jika ABCD jajaran genjang. 

4. Jika diberikan titik P dan AB , maka ada titik Q 

yang tunggal sehingga ABPQ  . 

5. Ada dua hal yang perlu diingat: 

a. Ke AB adalah AP sehingga ABP  dan 

ABkAP = untuk k > 0. 

b. Ke AB adalah AP sehingga P anggota sinar 

yang berlawanan dengan AB  

sedangkan ABkAP = untuk k < 0. 
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Tes Formatif Modul 3 

 

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat! 
1)Apabila A(-1.4) dan }12),{( −== xyyxg , maka persamaan )(gA

adalah…

A. }0132),{( =+− yxyx  

B. }052),{( =+− yxyx  

C. }052),{( =−+ yxyx

D. }0112),{( =−+ yxyx

2) Apabila diberikan titik F, garis g dan gF , maka
gF

  adalah… 

A. Tak mempunyai titik invarian  

B. Mempunyai satu titik invarian  

C. Mempunyai dua titik invarian  

D. Mempunya i lebih dari dua titik invarian  

3) Jika ABC siku-siku di B maka CBA   mempunyai …….titik 

invarian

A. 0 

B. 1

C. Banyak tapi terhingga

D. Tak terhingga 

4) Manakah diantara lukisan berikut yang menyatakan ( )( ) 'ZZXY =  ?

A.

C. D.

Z1

Y

X
Z

Z’

X

Z
Z’

Z1

Y

Z’
X

Z1

Y

Z

Z1

Z

X

Y
Z’
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5) Apabila A(4,1) dan }01),{( =+−= xyyxg , maka persamaan g’ 

sehingga ggA =)'( adalah…

A. }05),{( =−− yxyx  

B. }05),{( =++ yxyx

C. }05),{( =+− xyyx

D.
 

}05),{( =−+ yxyx

6)
 
Diberikan A (0,0), B(5,4), dan C(-2,4). Koordinat titik D sehingga 

BACD  adalah…

A. (-1,-6)

B.
 
(-3,0)

 

C.
 
(-7,0)

 

D. (-2,-7)

7)
 
Apabila A ( -h,-k), B(5,-2 3 ), C (k, 8 3 , dan D(-9,h). Nilai h dan k 

sehingga segiempat ABCD membentuk jajaran genjang adalah…

A. 352,352 −=−−= kh

 

B. 352,352 +−=+= kh

 

C. 352,352 −−=−= kh

 

D. 352,352 +=+−= kh

8) Diberikan A(1,1), B(1,-2), dan C(0,3). Koordinat D sehingga 

BCAD 2 adalah….

A. (-1,11)

B. (1,7)

 

C. (-1,7)

 

D. (1,11)

9) Apabila A(6,2), B(1,-k), C(k,h), dan D(-h,1) maka nilai h dan k 

sehingga BDAC  adalah…

A. h = -4, k = 1

B. h = -1, k = 4

C. h = 4, k = 1

D. h = 1, k = -4  
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10) Diberikan A (0,1), B (2,0), C(3, -3). Koordinat titik D sehingga 

DBAC
3

1
−  adalah ….

A. (-12,11) 

B. (11,-12) 

C. (-11,12)

D. (12,-11)  
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Modul 4 

Translasi 

 

Kegiatan Belajar 1 : Translasi 

A. Pengertian Translasi 

Sebelum masuk ke materi translasi sebelumnya akan 

dibahas tentang hubungan antara dua ruas garis berarah, 

yang masing-masing titik ujungnya merupakan peta dari 

komposisi dua pencerminan pada garis yang sejajar. 

 

Teorema 4.1 

Misalkan diberikan dua buah garis g dan h yang 

(……………….) dan dua titik A dan B, maka "" BBAA =

dengan ))((" AA gh  = dan ))((" BB gh  = . 

Berdasarkan teorema 4.1 ini, bahwa apabila g // h maka 

setiap ruas garis berarah dengan pangkal sebuah titik dan 

berakhir titik petanya oleh  )( gh   adalah ekuivalen 

dengan setiap ruas garis berarah. Dengan kata lain, hasil 

transformasi )( gh   adalah seakan-akan menggeser 

setiap titik sejauh jarak yang tetap dana arah yang sama. 

Transformasi seperti ini dinamakan suatu (……………….) 

(geseran).  

 

Definisi 4.1 

Suatu relasi  dinamakan suatu (……………….) apabila 

ada ruas garis berarah AB sehingga setiap titik P pada 

bidang V , ')( PPAB = dan ABPP =' . Translasi seperti ini 

ditulis dengan notasi AB . 
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Contoh 4.1 

Diberikan tiga titik A, B , dan P yang tak kolinear. 

Lukis : 

a) Titik P’ sehingga ')( PPAB =  

b) Titik P’’ sehingga PPAB =)"(  

 

Penyelesaian  

a) Karena ')( PPAB = maka ABPP =' atau 'PPAB = . 

Dengan pengetahuan ruas garis berarah, maka dapat 

melukis titik P’ yang memenuhi syarat. 

b) Karena )"(PP AB= maka ABPP ='  atau  PPAB '=

, juga dapat dilukis dengan menggunakan konsep 

ruas garis berarah, maka dapat melukis titik P’’ yang 

memenuhi syarat. 

 

 
Gambar 4.1 

 

B. Translasi sebagai suatu isometri 

Teorema 4.2  

CDAB = jika dan hanya jika CDAB  =  
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Teorema 4.3 

Apabila g//h., hDgCgCD ⊥ ,, dan CDAB 2=  maka 

ghAB  =  

 

Teorema Akibat 

1. Setiap translasi C dapat ditulis sebagai komposisi dua 

refleksi pada dua garis yang tegak lurus pada AB  dan 

berjarak AB
2

1
 . 

2. Jika AB sebuah garis dan M titik tengah AB
sedangkan g, h dan n masing-masing tiga garis tegak 

lurus di titik A,M, dan B pada AB maka 

hnghAB   == . 

3. Translasi merupakan suatu isometri. 

 

Teorema 4.4 

Jika AB  sebuah translasi, maka  ( ) ABAB  =
−1

 

 

C. Persamaan Translasi 

Dalam hal ini akan mempelajari dua macam translasi, 

yaitu translasi dengan ruas garis berarah titik awal di 

pusat sumbu dan translasi dengan ruas garis berarah titik 

awal suatu titik sebarang. 

 

Teorema 4.5 

Apabila OA dengan O(0,0), A(a,b) dan T suatu 

transformasi yang ditetapkan untuk semua titik P(x,y) V 

dengan rumus: T(P)= (x+a, y+b) maka T= OA . 
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Teorema 4.6 

Jika A (a,b), B (c,d) dan P(x,y) maka 

))(,)(()( ybdxacPAB +−+−= . 

 

Contoh 4.2 

Diberika titik-titik A(1,2), B(3,-1), C(-2,-3) dan kurva 

}42,{( 2 −== xyyxK . Tentukan : 

a) Titik C’ sehingga ')( CCAB =  

b) Titik C’’ sehingga CCAB =)"(  

c) K’ sehingga K’= )(KAB  

d) K”sehingga K = )"(KAB  

Penyelesaian  

a = 1, b = 3, c=3 dan d = 2, berdasarkan teorema 4.6 

diperoleh: 

),(),)21(,)13(()( yxPyxPAB +−−+−=  

),(),3,2()( yxPyxPAB +−+=  

Selanjutnya untuk: 

a = 1, b = 3, c=3 dan d = 2, berdasarkan teorema 4.6 

diperoleh: 

),(),)12(,)31(()( yxPyxPAB +++−=  

),(),3,2()( yxPyxPAB ++−=  

a) )6,0()33,22()3,2()(' −=−−−=−−== ABAB CC   

b) Karena CCAB =)"(  maka CC BAABAB  =)"(  

)()"()()"(( CCCC BABAABBA  ==   

)0,4()33,22()3,2()"(" −=−−−=−−== BABA CC   

c) Misalkan P ( ) Kyx 00 , maka 42 0

2

0 −= xy    (1) 
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Misalkan (x,y) = )3,2(),( 0000 yxyxAB +−+=  

Maka didapat 

3dan  2 00 +=−= yyxx    (2) 

Dari (1) dan (2) diperoleh: 

(y + 3)2 = 2 (x – 2) – 4 

y2 + 6y + 9 = 2x – 4 – 4 

y2 + 6y – 2x + 17 = 0 

jadi, K’= }01726),{()( 2 =+−+= xyyyxKAB  

d) Karena K = )"(KAB maka K”= )(KBA . Misalkan Q(x1, 

y1) K maka 

42 1

2

1 −= xy ,   (3) 

Misalkan (x,y) = )3,2(),( 1111 yxyxBA ++−= , didapat  

21 += xx dan 31 −= yy   (4) 

Dari 3 dan 4 didapat,  

(y - 3)2 = 2(x + 2) – 4 

y2 – 6y + 9 = 2x + 4 – 4 

y2 – 6y – 2x + 9 = 0 

jadi,  }0926),{(" 2 =+−−= xyyyxK  
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Rangkuman 

 

1. Translasi adalah suatu transformasi yang 

memindahkan semua titik pada bidang Euclides V 

dengan jarak yang sama dan arah yang sama. 

2. CDAB = jika dan hanya jika CDAB  = . 

3. Translasi dapat ditulis sebagai komposisi dari dua 

pencerminan yang kedua sumbunya sejajar dan 

berjarak setengah dari panjang translasi. 

4. Translasi merupakan isometri langsung. 

5. Jika AB sebuah translasi maka ( ) BAAB  =
−1

. 

6. Jika A(a,b), B(c,d) dan P(x,y) maka 

))(,)(()( ybdxacPAB +−+−= . 
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Kegiatan belajar 2 : Ketertutupan translasi 

A. Komposisi translasi  

Sebelum mempelajari hasil komposisi dari dua translasi 

atau lebih, maka perlu mempelajari satu teori yaitu pada 

teorema 4.7 berikut ini 

Teorema 4.7 

Jika AB suatu translasi dan C, D titik-titik sehingga 

CDAB 2= , maka CDAB  = . 

Teorema 4.8 

Komposisi translasi adalah (……………….) (disebut juga 

teorema ketertutupan translasi) 

 

B. Sifat-Sifat Lain Translasi 

Teorema 4.9 

Komposisi suatu (……………….) dengan putaran 

merupakan suatu setengah putaran. 

Teorema akibat 

Jika CBA  ,, masing-masing setengah putaran maka 

DABC  = dengan titik D sehingga BCAD = . 

 

Teorema 4.10 

Jika AB dan BC masing-masing suatu translasi, maka 

ACBCAB  =  

 

Contoh 4.3 

Misalkan AB suatu translasi yang membawa A(2,3) ke 

B(4,1) dan CD  suatu translasi yang membawa C(-3,4) ke 
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D(0,3). Jika P(x,y), tentukan ( ) )(PABCD   dan 

( ) )(PCDAB   . 

Penyelesaian 

Berdasarkan teorema 4.6, didapat 

VyxPyxPAB +−+= ),(),2,2()(  

VyxPyxPCD +−+= ),(),1,3()(  

Dengan demikian, 

( ) )2,2()]([)( yxPP CDABCDABCD +−+==    

= (3+(2+x),-1+(-2+y)) 

= (5+x,-3+y) 

 

Sementara itu, 

( ) )1,3()]([)( yxPP ABCDABCDAB +−+==    

=(2+ (3 + x),-2 + (-1 + y)) 

= ( 5+ x, -3 + y) 

 

Khusu untuk translasi ini, ternyata ( ) ( )ABCDCDAB   =

. 

Berdasarkan contoh 4.3 diatas maka komposisi translasi 

berlaku sifat komutatif. 
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Rangkuman 

 

1. Suatu translasi AB dengan C dan C titik-titik sehingga 

CDAB 2= adalah CDAB  =  

2. Himpunan yang terdiri dari semua translasi, terhadap 

operasi komposisi membentuk grup. Grup yang 

terbentuk merupakan grup abel. 

3. Komposisi translasi dengan setengah putaran adalah 

suatu setengah putaran. 

4. Translasi dapat dinyatakan sebagai komposisi dua 

setengah putaran. 

5. Jika AB dan BC masing-masing suatu translasi maka 

( ) ACBCAB  = . 
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Tes Formatif Modul 4 

 

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat! 

 
 

 

1) Apabila diberikan titik A, B, dan C. Lukisan dalam rangka mendapatkan 

titik D sehingga BDCA =)( adalah… 

A C

BD

A B

CD

A

B

D

C

A

B

D

C

A. B.

C. D.

2) Jika A(0,0), B(2,1), dan C( -2,1), Persamaan garis t sehingga C 

s dan ABgs  = adalah… 

A. ]01142)(,[( =++ xyyx  

B. ]01342)(,[( =−+ xyyx  

C. ]042)(,[( =−− xyyx  

D. ]022)(,[( =+− xyyx  

 

3) Jika A(3,4) dan B( -1,2) maka koordinat titik  D sehingga 

)2,2()( −=DAB adalah…

A. (-4,-3)

B. (0,-1)

C. (6,0)

D. (4,1)
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6) Jika diberikan 𝛾𝐴𝐵 ∘ 𝛾𝐵𝐶  dan titik P. Lukisan dalam rangka 
    menentukan titik D sehingga 𝛾𝐵𝐶 ∘ 𝛾𝐴𝐵(𝑃) = 𝐷 adalah….  

 

 
 

 

 

Untuk soal nomor 4 dan 5 pilih

A. Jika 1 dan 2 benar  

B. Jika 1 dan 3 benar  

C. Jika 2 dan 3 benar  

D. Jika 1, 2, dan 3 benar  

4) Pernyataan dibawah ini, yang benar adalah…

1. Setiap translasi adalah  suatu kolineasi.

2. Setiap translasi adalah suatu dilatasi . 

3. Setiap translasi adalah suatu isometri .

5) Diantara pernyataan dibawah ini, yan benar adalah…

1. Komposisi translasi bersifat asosiatif . 

2. Komposisi translasi bersifat komutatif .

3. Komposisi translasi bukan suatu dilatasi.

6) Jika diberikan BCAB  . dan titik P. Lukisan dalam rangka menentukan titik D sehingga 

DPABBC =)(  adalah…

A

C

D

P‘B
A

C D

P

.
B

A

A

P

C

D
‘B

B

FC

D

A. B.

C. D.

Untuk soal nomor 4 dan 5 pilih

A. Jika 1 dan 2 benar  

B. Jika 1 dan 3 benar  

C. Jika 2 dan 3 benar  

D. Jika 1, 2, dan 3 benar  

4) Pernyataan dibawah ini, yang benar adalah…

1. Setiap translasi adalah  suatu kolineasi.

2. Setiap translasi adalah suatu dilatasi . 

3. Setiap translasi adalah suatu isometri .

5) Diantara pernyataan dibawah ini, yan benar adalah…

1. Komposisi translasi bersifat asosiatif . 

2. Komposisi translasi bersifat komutatif .

3. Komposisi translasi bukan suatu dilatasi.

6) Jika diberikan BCAB  . dan titik P. Lukisan dalam rangka menentukan titik D sehingga 

DPABBC =)(  adalah…

A

C

D

P‘B
A

C D

P

.
B

A

A

P

C

D
‘B

B

FC

D

A. B.

C. D.
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7) Jika  suatu translasi yang ditetapkan sebagai berikut

VyxPyxP +−= ),(),4,2()(

Koordinat titik D sehingga  =DC  . Jika C(1,-1) adalah… 

A. (2,-3)

B. (-2,3) 

C. (-2,-3)

D. (2,3) 

 8) Jika OABC  = , maka pernyataan yang benar adalah…

A. ADCB  =  

B. DCAC  =

C. BCAD  =  

D. CBAD  =  

9) Bentuk paling sederhana dari komposisi translasi:  

CDFEDCABBC  = adalah… 

A. AE

B. AF

C. BC

D. BF

10) Jika )(PQ AB= maka  bentuk paling sederhana dari 1−

ABPAB  

adalah …

A. AP  

B. P

C. BQ

D. Q  
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MODUL 5 

Rotasi 

 

Kegiatan Belajar 1: Rotasi 

A. Pengertian Rotasi 

Definisi 5.1 

Sebuah sudut berarah adalah (……………….) yang salah 

satu kakinya ditetapkan sebagai kaki awal dan kaki 

lainnya sebagai kaki akhir. 

Contoh 5.1: 

Diberikan ABC  seperti pada gambar 5.1 apabila kaki 

awalnya anda tetapkan sinar BA  dan kaki akhirnya sinar 

BC  maka anda akan mendapatkan sudut berarah ABC, 

yang dinotasikan ABC . Sementara itu, apabila anda 

menetapkan kaki awalnya sinar BC  dan kaki akhirnya 

sinar BA , maka anda mendapatkan sudut berarah CAB,  

Gambar 5.1 

 

yang dinotasikan CBA . Jelaskan bahwa 

CBAABC  . 

 

Contoh 5.2: 

Misalkan diberikan = 45ABC  dengan kondisi, seperti  
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pada gambar 5.2. 

Gambar 5.2 

 

Tentukan:  

a) )( ABCm   

b) )( CBAm   

Penyelesaian: 

a) Karena orientasi ganda (A,B,C) negatif, maka 

−= 45)( ABC  

b) Karena orientasi ganda (B,A,C) negatif, maka 

= 45)( CBA  

Berdasarkan contoh 5.2. maka dapat diturunkan 

teorema berikut: 

Teorema 5.1: 

Misalkan diberikan ABC , maka 

)()( CBAmABCm =  

Bukti: 

Karena orientasi ganda (B, A, C) ini bisa positif atau 

negatif, maka anda tinjau apabila: 

1) Orientasi ganda (B, A, C) positif, akibatnya 

)()( ABCmABCm = . Jika orientasi ganda (B, 

A, C) positif, maka orientasi ganda (B, C, A) 

negatif, akibatnya )()( ABCmCBAm = . Jadi, 

)()( CBAmABCm =  
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2) Orientasi ganda (B, A, C) negatif, akibatnya 

)()( ABCmABCm = . Jika orientasi ganda (B, 

A, C) negatif, maka orientasi ganda (B, C, A) 

positif, akibatnya )()( ABCmCBAm = . Jadi, 

)()( CBAmABCm =  

Definisi 5.2: 

Misalkan diberikan sudut ABC, )( ABCm   ditetapkan 

sebagai besar ukuran (……………….) ABC, 

)( ABC  dan )( CBAm   ditetapkan sebagai besar 

ukuran sudut berarah CBA )( CBA . 









−


=

negatifCAAgandaorientasijikaABCm

positifCABgandaorientasijikaABCm
ABCm

),,()(

),,()(
)(  

Definisi 5.3: 

Misalkan diberikan dua garis berpotongan l dan m 

tidak (……………….). Sudut antar l dan m ditetapkan 

sebagai (……………….) yang dibentuk kedua garis 

tersebut. 

Contoh 5.3:  

Gambar 5.3 

Perhatikan Gambar 5.3. Besar sudut antara s dan t 

adalah 60 . Sedangkan besar sudut antara t dan u 

adalah 30 . 
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Definisi 5.4:  

Misalkan diberikan (……………….) l dan m 

berpotongan tidak tegak lurus di titik A dan P titik 

pada l, sedangkan B dan C (……………….) pada m 

sehingga A terletak antara B dan C (perhatikan 

Gambar 5.4). Apabila PAB  lancip, ditetapkan dari 

l ke m adalah PAB , apabila PAB  tumpul, 

ditetapkan sudut dari l ke m adalah PAC . 

Perhatikan s, t, dan u pada Gambar 5.3. Ukuran 

sudut s ke t adalah = 60)( PABm  karena orientasi 

ganda (P, A, B) positif. Sedangkan ukuran sudut dari 

u ke t adalah = 30)( CPBm , sebab orientasi 

ganda (P, C, B) negatif. 

Gambar 5.4 

Teorema 5.2: 

Misalkan diberikan (……………….) s dan t yang 

berpotongan di titik A tidak tegak lurus. Andaikan P 

dan Q dua titik yang berbeda dari A, maka 

)"()"( QAQmPAPm =  dimana ))((" PP st  =  

dan ))((" QQ st  = . 
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Bukti: 

Ada 4 kasus, yaitu: 1) sQP , , 2) sQsP  , , 3) 

sQsP  ,  atau sQsP  , . Untuk kasus 

sQsP  ,  atau sQsP  , , pembuktian serupa 

maka dianggap kasus serupa. Sehingga hanya ada 

tiga kasus, yaitu: 

1) sQP ,  

2) Salah satu dari P atau sQ , dan 

3) sQsP  ,  

Untuk kasus sQP , . 

  AAAA tstst === )()())((    Namakan 

peta ini A” Jadi, AA =" . Karena masing-masing 

isometri dan A, Q dan P kolinear maka "AA =  juga  

Gambar 5.5 

 

kolinear. Akibatnya )"()"( QAQmPAPm =  (lihat 

Gambar 5.5) 

Untuk kasus sQsP  , . Misalkan )(' PP s= , 

maka )'()( QAPmPAQm = . Misal )'(" PP t=  

dan tB , maka )"()'( BAPmABPm = . 
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Misalkan   ")()())(( QQQQ tstst ===   , 

maka )"()( BAQmQABm = , 

)"()"()""( ABPmABQmAPQm −=  

)(

)'(

)'()(

QAPm

AQPm

BAPmBAQm

=

=

−=

 

Jadi, )""()( AQPmPAQm =  

Maka dari itu, )"()'( QAQmPAPm = . Perhatikan 

keadaan Gambar 5.6. 

Gambar 5.6 

 

Untuk kasus sQsP  , . Misalkan 

)'("),('),(' PPQQPP tss  ===  dan )'(" QQ t=

. Maka )()()( BAPmBAQmPAQm −=  dengan 

sB . 

 )'()'()( ABPmABQmPAQm −=  

)""(

)"()"(

),'()'(

)''(

AQPm

ACQmACPm

tCCAQmCAPm

APQm

=

−=

−=

=
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Jadi, )"()"( QAQmPAPm = . Perhatikan Gambar 

5.7. 

 

Gambar 5.7 

 

Jadi dapat disimpulkan bahwa: 

)"()"( QAQmPAPm = , jika ))((" PP st  =  dan 

))((" QQ st  =  

Berdasarkan pengetahuan diatas, Anda pelajari 

pengertian rotasi yang diberikan pada definisi berikut: 

Definisi 5.5: 

Andaikan A sebuah (……………….) pada bidang 

Euclid V dan   sebuah bilangan real yang memenuhi

− 180180  . sebuah rotasi mengelilingi A 

adalah sebuah (……………….)  ,A  yang ditetapkan 

sebagai berikut. Untuk VP . 

a) APA =)(, , jika AP =  

b) ')(, PPA =  sehingga = )'( PAPm  dan 

APAP =' , jika AP   
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Contoh 5.4: 

Diberikan titik A, Q dan P. Lukis: 

a) )(60, PA   

b) )(60, QA − (P)=P’ 

Penyelesaian: 

a) 1) buat AP , 2) buat = 60PAB , 3) buat 

ABP'  sehingga .' APAP =  Jadi ')(60, PPA =  

1) buat AQ , 2) buat −= 60QAC , 3) buat 

ACQ'  sehingg AQAQ =' . Jadi, 

')(60, QQA =− . 

Gambar 5.8 
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B. Rotasi Sebagian Suatu Transformasi 

Teorema 5.3: 

Misalkan  relasi yang ditetapkan sebagai berikut. 

Untuk setiap VP , berlaku: 

a) APA =)(, , jika 𝑃 = 𝐴. 

b) ')(, PPA = , sehingga = )'( PAPm  dan 

APAP =' , jika AP  , maka relasi  ,A  

merupakan suatu (……………….). 

Bukti:  

1) Ditunjukkan bahwa  ,A  fungsi dari V ke V. 

Ambil 𝑃 sembarang titik pada V. Berdasarkan a) 

P mempunyai peta yang tunggal, yaitu  ,A , jika 

 ,A . Berdasarkan a) P mempunyai peta yang 

tunggal, yaitu  ,A , jika  ,A . Jadi, fungsi dariV 

ke V.. 

2) Akan ditunjukkan bahwa  ,A  adalah injektif. 

Pandang dua titik VQP ,  dengan 

')()( ,, PQP AA ==   .  Maka 

== )'()'( QAPmPAPm  dan 

AQAPAP ==' . Akibatnya lebih lanjut jelas 

QP =  Jadi,  ,A  adalah injektif. 
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3) Akan dibuktikan bahwa  surjektif. 

Gambar 5.9 

 

Ambil sebarang titik VQ , maka AQ =  atau 

AQ  . Bila AQ = , maka ada VA  sehingga 

AQAA ==)(, . Bila AQ  , maka ada sinar 

AQ . Berdasarkan postulat kontruksi sudut ada 

sinar AR , sehingga −= )( QARm . 

Berdasarkan postulat penggaris ada ARP , 

sehingga AQAP = . Dari uraian ini dapat 

disimpulkan QPA =)(, . Jadi, ada VP , 

sehingga QPA =)(,  untuk sebarang AQ  , 

artinya  ,A  surjektif. 

Karena 𝜌𝐴,𝜑: 1. Relasi dari 𝑉 ke 𝑉. 

2. fungsi 

3. injektif 

4. surjektif 

Maka  ,A  suatu transformasi. 
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Teorema 5.4 : 

Jika garis s dan t berpotongan di titik A dan 

(……………….) dari s ke t adalah 
2

1
, maka 

stA   =, . 

 

Teorema 5.5 : 

Komposisi dua pencerminan pada garis adalah suatu 

(……………….) atau (……………….). 

 

Teorema 5.6 : 

Setiap (……………….) adalah isometri langsung. 

 

Teorema 5.7 ; 

)cossin,sincos()(,   yxyxPO +−=  atau 

 














 −
=








=

y

x

y

x
PO








 

cos

sin

sin

cos
)(

1

1

,  untuk 

VyxP ),(  dan )0,0(O  

aOPx cos=  dan aOPy sin=  

Sedangkan, 

)sinsinsin(cos)cos('  −=+= aaOPaOPx  

 sin)sin(cos)cos(' aOPaOPx −=  

 sincos' yxx −=  

)sincoscos(sin)sin('  +=+= aaOPaOPy  

 sin)cos(cos)sin(' aOPaOPy +=  

 sincos' xyy +=  

Atau kalau ditulis secara matriks, didapat: 
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
















+

−
=









y

x

y

x





cossin

sincos

'

'
 

Contoh 5.5: 

Diberikan 60,O dan titik )2,1(P . Tentukan koordinasi 

)(' 60, PP O =   

Penyelesaian: 

= 60 , maka 3
2

1
60sin = , 

2

1
60cos = . 

Sehingga: 

3
2

1
2

2

1
1()2,1(' 60, −== OP  , )

2

1
23

2

1
1 +  

                        3
2

1
( −= , )3

2

1
1+  

Secara matriks: 









+−=


























−

==  13
2

1
,3

2

1

2

1

2

1
3

2

1

3
2

1

2

1

)2,1(' 60,OP   

Teorema 5.8: 

Untuk setiap ),( yxP  dan VbaA ),( , maka: 

))cos)(sin)(,sin)(cos)(()(' , bbyaxabyaxPP O +−+−+−−−==  
 

Atau, 









+








−

−









+

−
=








=

b

a

by

ax

y

x
PO




 

cossin

sincos

'

'
)(,  

Bukti: 
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Perhatikan Gambar 5.11. Sistem koordinasi diubah 

menjadi yAx  dengan aturan: axx +=  dan byy +=

, sehingga: 

),(),( byaxyxP −−=  dan )','(),(' byaxyxP −−=  

Gunakan Teorema 5.7 pada sistem yAx  didapat: 










−

−









+

−
=









−

−

by

ax

by

ax





cossin

sincos

'

'
 

Gunakan sistem 𝑥 ∘ 𝑦, maka didapat: 









+








−

−









+

−
=









b

a

by

ax

y

x





cossin

sincos

'

'
 

Gambar 5.10 

 

Contoh 5.6: 

Diberikan )0,1(A  dan garis }32|),{( −== xyyxs . 

Tentukan persamaan )(' 90, Ss O =   
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Penyelesaian: 

Misalkan syx ),( 00 , maka 320 −= xy  (1) 









+








−

−









+

−
=

0

1

0

1

90cos90sin

90sin90cos
),(

0

0

0090,
y

x
yxO  

)1,1(

0

1

1

0

0

11

01

10

00

0

0

0

0

=+−=









+









−

−
=









+







 −









+

−
=

xy

x

y

y

x

 

Misalkan ),(),)(( 0090, yxyxsO = , maka didapat: 

10 += yx  dan 10 −= xy  atau xy −=10  dan 

10 += yx   (2) 

Dari (1) dan (2) didapat: 3)1(2)1( −+=− yx  atau 

022 =−+ xy . 

Jadi, persamaan 

}022|),{()(' 90, =−+==  xyyxss O  

Teorema 5.9: 

Apabila diberikan  ,O , maka   −

− = ,

1

, AA . 

Bukti: 

Ambil garis s  dan t  pada V , sehingga }{Ast =  dan 

sudut dari s  dan t  adalah 
2

1
, maka berdasarkan 

Teorema 5.4 didapatkan bahwa tsO   =,  dan 

sudut dari  s  dan t  adalah 
2

1
. Karena 
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  −

−



−−



− ==== ,

1111

, )()( AstststO
 sebab 

stA =}{   dan sudut dari  s  dan t  adalah 
2

1
. 

 

 

Latihan 

Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi 

diatas, kerjakan latihan berikut! 

1) Diketahui titik A dan P yang berbeda. Lukiskan: 

a) )(90, PA     c) )(45, PA −  

b) )(150, PA     d) Q hingga 

)()(30, PQA =  

2) Dalam Gambar 5.12 = 40)( ABCm  dan 

= 120)( BADm . Tentukan: 

a) )( DABm  , )( BCAm  , )( ECAm   

b) Besar sudut dari AB  ke BC , dari AC  ke BC , 

dari AB  ke AC . 

Gambar 5.11 

 

3) Diketahui titik A dan P yang berbeda. Lukis P’ dan 

temukan )( DABm   jika P’ peta dari P oleh 

transformasi di bawah ini. 
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a)  90,30, AA    c)  90,135, AA   

b)  120,60, AA    d) −− 150,120, AA   

4) Tulislah komposisi transformasi berikut daam bentuk 

paling sederhana. 

a)  60,30, AA    d) 15,60, AA 
−  

b) − 90,120, AA    e) −− 150,120, AA   

c)  90,135, AA    f)  60,180, AA   

5) Diketahui dua garis s dan t dan titik P dan Q seperti 

pada Gambar 5.12. 

a) Lukis ))((' PP ts  =  

b) Lukis ))((" PP st  =  

c) Lukis ))((' QQ ts  =  

d) Lukis = 68)'( PAPm , tentukan sudut dari s ke 

t. 

Gambar 5.12 

 

6) Diketahui sebuah titik A, lukislah dua garis s dan t 

sehingga −= 60,Ats    

7) Jika A, B dan B’ titik-titik diketahui dan jika 

)(' , BB A = . Lukis dua garis s dan t sehingga 

 ,Ats = . 
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Gambar 5.13 

 

8) Jika O titik awal dari )0,1(A . Tentukan: 

a) )(60, AO      c) )(120, AO   

b) )(45, AO      d) )(135, AO −  

9) Diketahui )0,0(A , }0|),{( == xyxs  dan 

}|),{( xyyxt == . 

a) Tentukan peta oleh st    dari )0,1(B , )3,0(C  

dan )2,2( −D . 

b) Jika ),( yxP  titik sembarang, tentukan koordinat 

))(( Pts   . 

c) Nyatakan st    sebagai transformasi yang 

sederhana. 

10) Ditentukan )0,0(A . Tentukan rotasi yang 

memetakan titik )0,1(B  pada 







− 3

2

1
,

2

1
'B  dengan 

pusat rotasi di A. 

a) −90,O     d) 90,O  

b) 180,O     e) −60,O  

c) 120,O      
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11) Apabila )3,1(A  dan O titik awal, tulislah persamaan 

gais s dan t sehingga st    sama dengan rotasi 

berikut. 

12) Jika L lingkaran dengan jari-jari 2 dengan pusat di 

)2,2(A  dan diketahui titik )0,0(B  maka tulislah 

persamaan )(' 45, LL B =  . 

13) Lukis ABC  sama sisi dengan titik sudut A diketahui 

dan B pada garis s, C pada garis t, t dan s diketahui. 

Buktikan lukisan anda memenuhi syarat, kemudian  

  Gambar 5.14 

diskusikan ada berapa kemungkinan ABC  yang 

dapat dilukis. 

Petunjuk jawaban latihan: 

1) a)   Misalkan ==  90)()( 190,1 PAPmPP A . 

b) Misalkan ==  150)()( 2150,2 PAPmPP A  

c) Misalkan −== − 45)()( 345,3 PAPmPP A  
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d) Karena =− 30)()( 130, PAPmPA  (semua 

lukisan pada Gambar 5.14) 

Gambar 5.15 

2) a) = 120)( DABm , −= 80)( BCAm , 

= 100)( ECAm  

b) Besar sudut dari AB ke −== 40)( ABCmBC  

Besar sudut dari AC ke == 80)( ACBmBC  

Besar sudut dari AB ke == 60)( BACmBC  

3) a)  =+=+= 1203090)'()()'( 11 APPmPAPmPAPm  

Atau 

=+=+== 120180||,30,90 212121   

dengan )'( PAPm = . 
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−== 60,120 21  maka 

=+==+ 6018060|| 2121   

dengan == 60)'( PAPm  

Gambar 5.16 

 

 

Gambar 5.17 

 

b) =+=+ 1802251359021   maka, 

−=−=−+= 13536022536021  . 

−= 135)'( PAPm  

 
Gambar 5.18 
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c) −−=−−=+ 18027012015021   maka  

++= 36021   

=+−= 90360270  

= 90)'( PAPm  

Gambar 5.19 

 

4) a) +
== 90,6030,60,30, AAAA  , sebab 

+ 180|6030|  

b) −−
== 30,90120,90,120, AAAA  , sebab 

− 180|90120|  

c) −−+
== 135,36090135,90,135, AAAA  , sebab 

+ 18090135  
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d) −−−− == 105,4560,15,60, AAAA  , sebab 

−− 180|4560|  

e) +−−− == 90,360150120,150,120, AAAA  , sebab 

−−− 180150120  

 

f) −−+
=== 120,36060180,60,180,60,180, AAAAAA 

,sebab + 18060180  atau 

−+−−−
=== 120,60180,60,180,60, AAAAAA 

, sebab +− 180|60180|  

  

5) a)   ,Ats = , jika sudut dari t ke 
2

1
=s  

 
Gambar 5.20 

 

b)  ,Ast = , jika sudut dari t ke 
2

1
−=s  
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c)  ,Ats = , jika sudut dari t ke 
2

1
=s  

Gambar 5.21 

 

d) Karena = 68)'( PAPm  dan sudut dari s ke 


2

1
−=t , maka sudut dari s ke t adalah 

−=− 34)68(
2

1
. 

 
Gambar 5.22 
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6) −= 60,Ats    berarti sudut dari t ke s adalah −30  

dan tsA =}{ . Akibatnya pasangan s dan t tidak 

tinggal. Contoh, seperti di bawah ini. 

Gambar 5.23 

 

7)   == )'()(' , BABmBB A . 

=  ,Ats  berarti sudut dari t ke s adalah 
2

1
 

dan }{Ats = , pasangan garis  s dan t ini juga 

tidak tunggal. Contoh pasangan garis s dan t  dilukis 

di bawah ini. 

Gambar 5.24 

 

8) )0,0(O  dan )0,1(A  maka, 



 81 

 

a) 







=


























−

=
2

1
,

2

1

0

1

3
2

1
3

2

1

3
2

1
3

2

1

)(60, AO  

b) 







=


























−

= 2
2

1
,2

2

1

0

1

2
2

1
2

2

1

2
2

1
2

2

1

)(45, AO  

c) 







−=



























−

−−

= 3
2

1
,

2

1

0

1

2

1
3

2

1

3
2

1

2

1

)(120, AO  

d) 







−−=



























−−

−

= 2
2

1
,2

2

1

0

1

2
2

1
2

2

1

2
2

1
2

2

1

)(135, AO  

 

9) Karena )0,0(O , )0,0(O , dan )0,0(O  maka sudut 

dari s ke t adalah )0,0(O , dan )0,0(O  maka, 

a) ( )1,0
0

1

0

1

1

0
)())(( 90, −=

















−
== − BB Ast    

( )0,3
3

1

0

1

1

0
)())(( 90, =

















−
== − CC Ast    

( )2,2
2

2

0

1

1

0
)())(( 90, −−=









−








−
== − DD Ast    

b) ( )xy
y

x
PP Ast −=

















−
== − ,

0

1

1

0
)())(( 90,   
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c) −= 90,)( Ast    

10) )0,1(,')(90, BBBA =−  dan 

=














 −









−=

0

1

cos

sin

sin

cos
3

2

1

2

1
)(








B   

2

1
cos3

2

1

2

1
−=








−   dan 3

2

1
sin =  

= 120  

Anda ganbar B dan B’ pada bidang V supaya lebih 

jelas. 

 

Gambar 5.25 

 

11) Pasangan garis s dan t tidak tunggal. Untuk a), b), 

dan c)  ,0=st  hal ini berarti garis s dan t 

terpotong di )0,0(O  dan sudut dari s ke 
2

1
=t . 

a) −= 90  maka 

}|),{(,}0|),{( xyyxtsyyx ====  
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b) =180  maka 

}0|),{(,}0|),{( ==== xyxtsyyx  

c) =120  maka 

}3|),{(,}0|),{( xyyxtsyyx −====  

Untuk d) dan e)  ,Ast =  hal ini berarti garis s 

dan t berpotongan di )3,1(A  dan sudut dari s ke 


2

1
=t . 

d) = 90  maka 

}02|),{(,}3|),{( =−−=== xyyxtsyyx , 

gradient garis 145tan ==t  dan t melalui 

)3,1(A  

e) −= 60  maka 

}03933|),{(,}3|),{( =+−+=== xyyxtsyyx

, gradient garis )30tan( −=t  dan t melalui )3,1(A  

12) Pusat L adalah )2,2(A  dan berjari-jari 2  maka,  

persamaan }4)2()2(|),{( 22 =−+−= yxyxL  




















−




=

y

x
PB

45cos

45sin

45sin

45cos
)(45,  



























−

=
y

x

2
2

1

2
2

1

2
2

1

2
2

1

 untuk setiap ),( yxP , 

misalkan 1),( OO yx , maka 



84 

 

a) ( ) ( ) 422
22

=−+− OO yx  

b) 
),(2

2

1
2

2

1
,2

2

1
2

2

1

2
2

1

2
2

1

2
2

1

2
2

1

yxyxyx
y

x
OOOO

O

O
=








+−=


























−  

Atau xyx OO =− 2
2

1
2

2

1
 dan 

yyx OO =+ 2
2

1
2

2

1
. 

Apabila diselesaikan diperoleh 
2

yx
xO

+
=  dan 

2

xy
yO

−
= .  

Dari a) dan b) didapat 

42
2

2
2

22

=







−

−
+








−

+ xyyx
 atau  

kalau diselesaikan didapat 

8)2()2( 2 =−−+−+ xyyx .  

Persamaan 

}8)2()2(|),{()(' 22

45, =−−+−+==  yyyxyxLL B   

atau }0822|),{(' 22 =−+= yyxyxL  suatu 

lingkaran. 

13) a)   Tentukan )(' 60, ss A −=   

b) Tentukan Cts ='  

c) Tentukan sCB A = − )(60,  
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d) ABC  sama sisi terlukis. 

Bukti: )(' 60, ss A −=   dan '}{' sCCst = . 

sCB A = − )(60,  maka = 60)( CABm  dan 

ACAB = . 

ABC  sama kaki 

== 60)()( ACBmBACmACBBAC  

Jadi ABC  sama sisi. 
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Rangkuman 

 

1. Sebuah rotasi mengelilingi A pada bidang Euclid V 

adalah sebuah rotasi ),( yxP  yang ditetapkan 

sebagai berikut: Untuk ),( yxP  

a. AA =(),  jika AP =  

b. ')(, PPA =  sehingga = )'(PAPm  dan 

APAP ='  jika AP   

2. Suatu rotasi  ,A  dapat dinyatakan sebagai 

komposisi dua pencerminan st    sehingga sudut 

dari s ke t adalah 
2

1
 dan }{Ats =  

3. Rotasi merupakan isometri langsung. 

4.   −

− = ,

1

, AA  

5. 














 −
=

y

x
PO








 

cos

sin

sin

cos
)(,  untuk setiap 

VyxP ),(  dan )0,0(O . 
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Kegiatan Belajar 2 : Komposisi Rotasi 

A. Komposisi Rotasi Di Satu Titik 

Teorema 5.10 

Komposisi dua rotasi dengan (……………….) pada 

(……………….) yang sama merupakan rotasi dengan pusat 

yang sama pula. 

Bukti: 

Titk A pada bidang Euclid V , dan − 180180 1  dan 

− 180180 2 , 
1, A  dan 

2, A  

Berdasarkan teorema 5.4, stA   =
1,  dengan stA =}{  

dan sudut dari s ke t adalah 
1

2

1
  dan tmA   =

2,  

dengan tmA =}{  dan sudut dari t ke m adalah 
2

2

1
 . 

Dengan demikian, sudut dari s ke m adalah ( )21
2

1
 + . 

( )( )sttmAA    =
22 ,,  

sttm   )(=  

sm  =  

sm  =  

( )21
2

1
, 


+

=
A

 

 ,A=  dengan ( ) += 1
2

1
 

Hubungkan antara 1 , 2 , dan   sehingga 

  ,,, 21 AAA =  dapat dipelajari pada teorema 5.11. 
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Teorema 5.11 

Bila 1  dan 2  maka terdapat hubungan berikut ini. 

1. Jika + 180||0 21   maka 21  += . 

2. Jika =+ 180|| 21   maka  ,A  suatu setengah 

putaran. 

3. Jika + 18021   maka −+= 36021  . 

4. Jika + 18021   maka ++= 36021  . 

5. Jika 021 =+  maka  ,A  suatu identitas. 

Bukti: 

1. + 180||0 21   berarti +− 180180 21  . 

Karena 21  +=  maka − 180180  . Jadi   

memenuhi definisi 5.5. 

2. =+ 180|| 21   berarti a) =+ 18021   atau b) 

−=+ 18021  . Untuk =+ 18021   maka 

)()( 180,, PP AA =   . Misalkan )(' 180, PP A =   maka 

= 180)'( PAPm , dan APPA '= . Hal ini berarti 

bahwa A titik tengah 'PP . Jadi, ')( PPA = . Artinya 

.),()(, VPPP AA =  . Akibatnya   ,, AA =  

dengan =+= 18021  . Untuk −=+ 18021   

maka )()( 180,, PP AA −=   . Misalkan 

)(' 180, PP A =   maka −= 180)'( PAPm  dan 
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APPA '= . Hal ini, berarti juga bahwa A titik tengah 

'PP . Jadi, ')( PPA = . Artinya 

.),()(, VPPP AA =   Akibatnya   ,, AA =  

dengan −=+= 18021  . Jadi, apabila 

=+ 180|| 21   maka  ,A  suatu setengah putaran. 

3. + 18021  , tetapi Anda mengetahui dari definisi 

5.5 bahwa + 36021  . Artinya didapat: 

+−

−+−

−+−

−−+−

+

180180

180360180

0360180

360360360360180

360180

21

21

21

21

21











 

Sehingga syarat Definisi 5.5 terpenuhi dengan 

−+= 36021  . 

4. −+ 18021  , tetapi Anda mengetahui dari 

Definisi 5.5. bahwa −+ 36021  . Akibatnya 

didapat: 

+−

++−

++

+−+++−

−+−

180180

180360180

1803600

360180360360360

180360

21

21

21

21

21










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Jadi, + 18021   memenuhi syarat dari Defnisi 

5.5 dengan ++= 36021  . 

5. =+ 021   maka 112 0  −=−=  sehingga: 

0,,,,,, 2121 AAAAAA   ==== −+  

 

Teorema 5.12 

Himpunan yang terdiri dari semua (……………….) dengan 

pusat yang sama membentuk sistem matematika grup 

terhadap operasi “ ”. 

Bukti: 

Anda telah mengetahui dari Modul 1, bahwa himpunan 

semua transformasi T membentuk grup terhadap operasi 

komposisi (……………….). Karena setiap (……………….) 

merupakan transformasi, apabila R   himpunan semua 

rotasi-rotasi dengan pusat yang sama maka TR  . 

Berdasarkan Teorema 5.10, operasi komposisi “  ” tertutup 

pada R , dan berdasarkan Teorema 5.9, apabila RA  ,  

maka RAA = −

− )()( ,

1

,   . Karena R  tertutup terhadap 

operasi komposisi dan setiap RA  ,  mengakibatkan 

RA −1

, )(  , berdasarkan teorema dan struktur Aljabar 

tentang subgrup maka ),( R  merupakan subgrup 

transformasi ),( T . Jadi, ),( R adalah (……………….). 
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B. Komposisi Rotasi Dengan Pusat Berlainan 

Teorema 5.13 

Komposisi dua rotasi dengan pusat pada titik berbeda 

adalah rotasi atau sebuah (……………….). 

Bukti: 

Ambil dua rotasi sebarang 
1, A  dan 

2,B , BA  . Tarik 

garis ABs = . Ambil garis l, s, t sehingga 

}{},{ BslAts ==  dan sudut dari t dan s adalah 1
2

1
  

dan sudut dari s ke t adalah 2
2

1
 . Maka tsA   =

1,  dan 

slA   =
2,  (Gambar 5.1). 

)()(
12 ,, tsslAB    =  

tssl   )(=  

tl  =  

tl  =  

Gambar 5.26 
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Contoh: 

Diberikan dua titik A dan B, BA   pada bidang = 60, 1V  

dan = 602 . Lukis titik C sehingga   ,,, 12 CAB = . 

Kemudian tentukan sudut  . 

Penyelesaian: 

Ambil garis ABs = . Buat garis t melalui A sehingga sudut 

dari t ke s adalah 1
2

1
30 = . Buat garis l melalui B sehingga 

sudut dari s ke l adalah 2
2

1
30 = . Titik C merupakan irisan 

antara garis t dan l. 

)()(
12 ,, tsslAB    =  

tl  =  

 

Gambar 5.27 

Maka sudut 
2

1
 adalah ukuran sudut dari t ke l, yaitu  

=+ 603030 . Jadi, 21120  +== . 
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Contoh: 

Diberikan dua titik A dan B, BA   pada bidang = 60, 1V  

dan −= 902 . Lukis titik C sehingga −= 90,60,, ABC   

. Kemudian tentukan sudut  . 

Gambar 5.28 

 

Penyelesaian: 

Ambil garis ABs = . Buat garis t melalui A sehingga sudut 

dari t ke s adalah 2
2

1
45 =− . Buat garis l melalui B 

sehingga sudut dari s ke l adalah 1
2

1
30 = . Titik C 

merupakan irisan antara garis t dan l. 

−=+−−= 15))30135(180(
2

1
  

12609030  +=+−=−=  

. 
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Contoh: 

Diberikan dua titik A dan B, == 90,120, 21 BA . 

Tentukan C dan   sehingga   ,,, 12 CAB = . 

Gambar 5.29 

 

Penyelesaian: 

Ambil garis ABs = . Buat garis t melalui A sehingga sudut 

dari t ke s adalah 
1

2

1
60 = , dan garis l melalui B sehingga 

sudut dari s ke l adalah 
2

2

1
45 = . Maka C melalui titik 

potong t dan l. 

−=−+=−+

−=−=+−−=

15036090120360

15075))4560(180(
2

1

21 


 

Jadi, −+= 36021   

 

Contoh: 

Diberikan dua titik A dan B, −=−= 150,120, 21 BA . 

Tentukan C dan   sehingga   ,,, 12 CAB = . 
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Penyelesaian: 

Ambil garis ABs = . Buat garis t melalui A sehingga sudut 

dari t ke s adalah 
1

2

1
60 =− , dan garis l melalui B sehingga  

Gambar 5.30 

 

sudut dari s ke l adalah 
2

2

1
75 =− . 

=+−−=++

==+−=

90360150120360

9045))7560(180(
2

1

21 


 

Jadi, ++= 36021   

Apabila anda masih belum yakin mengenai kaidah pada 

bukti Teorema 5.13, dipersilahkan mencari sendiri sesuai 

kasus tersebut diatas, sebagai latihan. Permasalahan timbul 

yaitu cara menentukan titik C yang memenuhi 

  ,,, 12 CAB = , apabila pada bidang Euclid V terdapat 

koordinat ortogonal. Untuk menyelesaikan masalah ini, anda 

mempelajari contoh berikut ini. 
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Contoh: 

Apabila =− 90),0,2(),0,1( 1BA  dan = 602 . Tentukan 

oordinat titik C dan   sehingga   ,,, 12 CAB = . 

Penyelesaian: 

)0,2(),0,1( BA −  maka }0|),{( == yyxAB  sebagai garis 

s. Garis t melalui A sehingga sudut dari t ke s adalah 45 . 

Akibatnya koefisien arah dari t adalah 𝑡𝑎𝑛 135∘ = −1. Oleh 

sebab itu, 

}01|),{()}1(10|),{( =++=+−=−= xyyxxyyxt . Garis l 

melalui B sehingga sudut dari s ke l adalah 30 . Akibatnya 

koefisien arah dari l adalah 3
3

1
30 = . Sehingga 

persmaan 

 03633|),()2(3
3

1
0|),( =+−=









−=−= xyyxxyyxl  

C perpotongan antara t dan l maka koordinat C didapat 

dari: 

01=++ xy  dan 03633 =+− xy  

Apabila anda selesaikan akan diperoleh: 

2

737

2

937 +−
=

−
= yx . Jadi, 







 +−−

2

737
,

2

937
C  

=+=+ 180150609021   maka 

=+= 15021   
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Perhatikan gambar lukisan pada gambar 5.31. 

Gambar 5.31 

 

C. Komposisi Rotasi dengan Translasi 

Teorema 5.14 

Komposisi sebuah (……………….) dan sebuah 

(……………….) adalah sebuah rotasi yang sudut rotasinya 

sama dengan sudut rotasi yang diketahui. 

Bukti: 

Ambil sebarang rotasi  ,A  dan translasi BC . Komposisi 

kedua isometri ini adalah: 

a) BCA   , ; dan 

b)  ,ABC  , 

Untuk a) BCA   , . 

Misalkan BCDA =2 . Misalkan garis t melalui D tegak lurus 

BC  dan garis s melalui A sejajar t maka tsBC  = . 

Misalkan garis r melalui A sehingga sudut dari s ke r adalah 


2

1
 maka tsA   =, . Akibatnya didapat: 
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)()(, tssrBCA    =  

1,

)(









E

tr

tr

tssr

=

=

=

=







 

Dimana  =1  dan trE =}{  

Gambar 5.32 

 

Teorema 5.15 

Himpunan semua translasi dan rotasi membentuk sistem 

matematika grup terhadap operasi (……………….) “  ”. 

 

Latihan: 

1) Diketahui titik-titik A, B, dan P seprti Gambar 6.8. 

Gambar 6.8 

a) Jika = 90,30, ABT    maka lukis A’ = T(A) dan 

T’ = T(P). 
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b) Tentukan C pusat rotasi dari T. 

c) Tentukan )'( PCPm   

 

2) Diketahui titik A, B, P, dan Q seperti pada Gambar 

5.36. jika −= 45,135, BAT   . Lukis P’ = T(P) dan Q’ 

= T(Q) dan tentukan pusat rotasi T. 

Gambar 6.9 

 

3) Jika A, B, P, P’, dan P” titik-titik, seprti pada Gambar  

Gambar 5.33 

 

5.33 dengan )('
1, PP A =  dan )("

2, PP B = . 

Tentukan C sehingga 
12 ,,,   ABC = . 

4) Jika 
12 ,,,   ABC = . Tentukan   jika: 

a) == 135,30 21   

b) =−= 160,90 21   

c) == 120,150 21   
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d) −=−= 130,100 21   

5) Selesaikan tiap persamaan berikut sehingga 

− 180180  . 

a) ( ) −= 120,

3

, AG    

b) ( )   =
4

,A  

c) − = 160,40,, DCB     

d) − = 45,90,,60, CCBA     

6) Jika A(2,0) dan O(0,0) dan = 90,AAT   , maka 

tentukan: 

a) Macam pemetaan T. 

b) Semua koordinat titik K sehingga T(K)=K. 

7) Diketahui −= 60,60, BAT   , A(0,0) dan B(4,0), 

a) Tentukan macam pemetaan T. 

b) Jika P sebarang titik dan P’=T(P), tentukan PP’. 

8) Diketahui titik A dan B dengan BA  , lukis semua 

titik P sehingga )()( 90,60, PP AC  =   

9) Jika ABC  sebuah segitia sama sisi dan P titik 

diketahui dan = 120,120,120, ABCT   , 

a) Lukis A’=T(A) 

b) Lukis P’=T(P) 

c) Nyatakanlah T. 
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Rangkuman 

 

1. Komposisi rotasi dengan pusat pada titik yang sama 

merupakan rotasi dengan pusat yang sama pula. 

2. Himpunan semua rotasi yang berpusat sama 

membentuk system matematika grup terhadap operasi 

komposisi. 

3. Komposisi dua rotasi dengan pusat pada titik berbeda 

adalah sebuah rotasi atau sebuah translasi. 

4. Komposisi sebuah rotasi dan sebuah translasi adalah 

sebuah rotasi yang sudut rotasinya sama dengan 

sudut rotasi yang diketahui. 

5. Himpunan semua rotasi dan translasi membenuk 

system matematika grup terhadap operasi komposisi. 
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 Tes Formatif Modul 5 

 

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat! 

1) Diberikan titik A dan B serta dua garis s dan t melalui 

A. lukisan titk B’ sehingga )'(' , BB A =  adalah ….. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2) Jika diberikan )2,2(A  dan )2,1(−B  maka koordinat 

titik D sehingga )(60, AD A =   adalah ..... 

A. 







+ 23

2

3
,

2

1
 

B. 







− 23

2

3
,

2

1
 

C. 







+− 23

2

3
,

2

1
 

D. 







−− 23

2

3
,

2

1
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3) Diberikan titik )2,1( −A . Persamaan garis s dan t yang 

memenuhi syarat −= 90,Ast    adalah ..... 

A.    xyyxtxyxs −−==== 1|),(,1|),(  

B.    03|),(,2|),( =+−=−== xyyxtyyxs  

C.    03|),(,1|),( =+−=== xyyxtxyxs  

D.    0|),(,|),( ==== yyxtyxyxs  

4) Perhatikan gambar berikut ini: 

dengan = 20)( ABCm , 

= 130)( CADm . Sudut dari 

 AC  ke BC  adalah ..... 

A. 110  

B. − 70  

C. −110  

D. 70  

5) Jika )0,0(A  dan )3,1( −C  maka koordinat titik D 

sehingga )(60, DC A −=   adalah ..... 

A. 







−+

2

3
3

2

1
,3

2

1

2

1
 

B. 







−−

2

3
3

2

1
,3

2

1

2

1
 

C. 







+−

2

3
3

2

1
,3

2

1

2

1
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6) Diketahui titik A, B, dan P. lukisan yang benar dalam 

rangka menentukan titik P’ sehingga 

)'(70,30, PP AB −=    adalah ….. 

7) Apabila 
12 ,,,   ABC =  dan 

−=−= 160,120 21   maka nilai   adalah ….. 

A. − 640  

B. 80  

C. −100  

D. − 280  

8) Diberikan pernyataan-pernyataan berikut: 

I.   == 1,, 2
 BACA  

II. 
1221 ,,,,   ABBA  =  

III. 
1221 ,,,,   AAAA  =  

Pernyataan diatas yang benar adalah ….. 

A. I, II saja 
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B. II, III saja 

C. I, III saja 

D. I, II, III 

9) Diberikan pernyataan-pernyataan berikut: 

I. Jika 21  =  maka 
21 ,,   AA   tidak memiliki 

titik invariant 

II. Jika 12  =  maka 
12 ,,   BA   tidak memiliki 

titik invariant 

III. Himpunan semua rotasi membentuk grup 

terhadap operasi komposisi 

IV. Jika −− 18021   dan 
21 ,,,   CBA =

, maka −−= 36021   

 

Dari 4 (empat) pernyataan diatas yang benar adalah 

….. 

A. I, III saja 

B. II, IV saja 

C. I, II, III, saja 

D. I, II, III, IV 

 

10) Diberikan titik A(0,0), B(0,1) dan P(4,0). Koordinat 

titik P’ sehingga )(' 45,90, PP BA =    adalah ….. 

A. 







−− 2

2

5
,12

2

3
 

B. 







−−− 2

2

5
,12

2

3
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C. 







+ 2

2

5
,12

2

3
 

D. 







−+ 2

2

5
,12

2

3
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MODUL 6 

Refleksi Geser dan Grup Isometri 

 

Kegiatan Belajar 1 : Refleksi Geser  

Definisi 6.1 

Pemetaan   disebut (……………….) apabila ada garis 

v dan sebuah ruas garis berarah AB  yang sejajar v 

sehingga vAB  = , dengan v disebut sumbu refleksi 

geser. 

 

Teorema 6.1 

Refleksi geser adalah sebuah transformasi. 

 

Teorema 6.2 

Refleksi geser adalah sebuah isometri. 

 

Teorema 6.3 

Refleksi geser merupakan isometri lawan. 

 

Teorema 6.4 

Komposisi refleksi dengan rotasi yang pusatnya tidak 

pada garis yang dikomposisikan adalah 

(……………….). 

 

Teorema 6.5 (Teorema akibat) 

Jika ruas garis berarah AB  tidak tegak tulus terhadap 

garis s yang diketahui, maka komposisi translasi AB  

dengan refleksi s  adalah (……………….). 
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Teorema 6.6 

Jika ruas garis berarah AB  tegak lurus terhadap garis 

s yang diketahui, maka komposisi translasi AB  dengan 

refleksi s  adalah (……………….). 

Teorema 6.7 

Misal diketahui tiga buah garis r, s, dan t yang ketiganya 

tidak kongkruen (kongkruen = melalui satu titik) dan 

tidak ketiganya sekaligus sejajar, maka komposisi 

refleksi terhadap ketiga garis itu adalah suatu 

(……………….). 

 

Teorema 6.8 

Diberikan   refleksi geser dan P adalah sebarang titik. 

Bila v sumbu refleksi geser  , msks v melalui titik tengah 

'PP  dengan )(' Pp = . 

Contoh 6.1 : 

Diketahui 0}y|y){(x,tB(6,4),3),- A(2, == , dan 

vAB  = . Tentukan ))!2,1((  

Penyelesaian : 

))2,1(())2,1)((())2,1(( tABtAB  ==   

)5,5(

)2)34(,1)26((

)2,1(

=

−++−=

−= AB

 

Contoh 6.2 : 

Diketahui B(6,4),0), A(2, , dan 

)2,1)(())2,1(( vAB  = . Tentukan persamaan sumbu 

refleksi geser  ! 
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Penyelesaian : 

vAB  = , maka menurut Definisi 6.1 sumbu, bahwa 

refleksi geser   adalah garis t yang sejajar dengan AB

. Karena )2,5())2,1(( −= , maka menurut Teorema 6.8, 

garis t melalui titik tengah dari ruas garis yang titik-titik 

ujungnya )2,1(  dan )2,5(− . Misal titik tengah ruas garis 

tersebut adalah X, maka koordinat )2,2(−X . Garis t 

mempunyai gradien 1=ABm  dan melalui )2,2(− , maka 

persamaan t adalah 22 +=− xy  atau 04 =−− xy . 

Jadi, persamaaannya }04|),{( =−−= xyyxt . 

 

Latihan 

1) Jika   merupakan komposisi translasi AB  dengan 

pencerminan s , di mana sAB // . Tentukan sumbu 

dari  ! 

2) Jika   refleksi geser, tunjukkan bahwa   isometri 

lawan! 

3) Diberikan   refleksi geser dan ( ) 'PP =  dengan garis 

v adalah sumbu refleksi geser. Apakah garis v 

melalui titik tengah 'PP ? 

4) Diberikan }0|),{(),5,3(),2,1( == xyxtBA  dan 

tAB  = . Tentukan ))!2,4(( − ! 

5) Diberikan ),4,6(),3,2( BA −  dan )9,5())2,1(( = . 

Tentukan sumbu refleksi geser  ! 
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Rangkuman 

 

1. Jika   adalah refleksi geser dengan vAB  = , 

maka v adalah sumbu refleksi geser dan ABv // . 

2. Refleksi geser merupakan isometri lawan. 

3. Komposisi refleksi dengan rotasi yang pusatnya 

tidak pada garis yang dikomposisikan merupakan 

refleksi geser. 

4. Jika AB  tidak tegak lurus terhadap garis s yang 

diketahui, maka komposisi translasi AB  dengan 

refleksi s  adalah refleksi geser. 

5. Jika AB   tegak lurus terhadap garis s yang 

diketahui, maka komposisi translasi AB  dengan 

refleksi s  adalah refleksi pencerminan. 

6. Komposisi refleksi terhadap tiga buah garis yang 

ketiganya tidak melalui satu titik dan tidak ketiganya 

sekaligus sejajar adalah suatu refleksi geser. 

7. Jika   refleksi geser dengan sumbu v, maka v 

melalui titik tengah 'PP  dengan )(' PP =  untuk 

sebarang P. 
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Kegiatan Belajar 2 : Grup Isometri. 

Definisi 6.2 : 

Suatu himunan S  himpunan kosong dan operasi   

yang dinotasikan dengan ),( S  disebut 

(……………….), jika memenuhi aksioma-aksioma 

berikut: 

1. S tertutup terhadap operasi  , artinya 

.,, SbaSba    

2. Operasi   asosiatif pada S, artinya 

)()(,,, cbacbaScba  =  

3. Ada unsur identitas, untuk setiap anggota S, 

artinya aaeeaSaSe == ,,  

4. Untuk setiap anggota S, mempunyai balikan di S, 

artinya: eabbaSbSa == ,,  

Keterangan :   dibaca untuk setiap,   dibaca 

terdapat atau ada. 

 

Teorema 6.9: 

Himpunan isometri G yang anggota-anggotanya 

refleksi, translasi, rotasi, dan refleksi geser adalah 

(……………….) terhadap operasi komposisi. 

 

Definisi 6.3: 

Jika GH   dengan H  himpunan kosong, ),( G  

adalah grup, dan jika ),( H  grup, maka   disebut 

(……………….) dari grup ),( G . 
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Contoh 6.3: 

Himpunan T merupakan himpunan semua translasi, 

maka T dapat ditulis nABT {=  n bilangan bulat} dan 

  adalah operasi komposisi. Periksalah apakah 

),( T  merupakan grup! 

Penyelesaian: 

Aksioma 1: 

Menurut teorema, operasi   tertutup pada himpunan 

(……………….). (Untuk jelasnya coba lihat kembali 

sifat ketertutupan translasi terhadap operasi 

komposisi). Jadi aksioma ketertutupan terpenuhi. 

Aksioma 2: 

Juga menurut teorema operasi komposisi pada 

translasi bersifat (……………….). Jadi, Aksioma 2 

terpenuhi. 

Aksioma 3: 

Translasi nAB  dengan 0=n , maka berarti AB0  

merupakan identitas. Sehingga 

nABnABABABnAB  ==  00 . Jadi, identitasnya 

ada yaitu AB0 . 

Aksioma 4: 

Balikan dari nAB  adalah nAB−  sebab 

ABnABnABnABnAB 0 == −−  . Jadi, ada invers 

(balikan) untuk setiap translasi nAB  yaitu nAB− . 

Karena Aksioma 1 sampai Aksioma 4 dipenuhi, maka 

),( T  merupakan grup. Karena GT   dimana 

),( G  dan ),( T  grup, maka ),( T  disebut subgrup 
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dari ),( G  atau himpunan translasi-translasi dengan 

operasi komposisi merupakan subgrup dari 

(……………….). 

 

Contoh 6.4: 

Perhatikan bahwa himpunan rotasi-rotasi yang 

pusatnya titik tertentu dengan operasi komposisi 

merupakan grup. 

Penyelesaian: 

Apabila R adalah himpunan rotasi-rotasi yang 

pusatnya titik tertentu, maka R dapat ditulis 

}180180|{ , −=  AR . Akan ditunjukkan 

bahwa ),( R  adalah grup! 

Aksioma 1: 

Sifat ketertutupan. Ambil dua rotasi yang pusatnya A, 

misal 
1, A  dan 

2,A , maka 
2121 ,,,   += AAA   

merupakan rotasi dengan pusat A dan besar sudut 

rotasinya diantara −180  sampai dengan 180 . 

Aksioma 2: 

Karena sifat asosiatif berlaku pada operasi 

penjumlahan bilangan real 21,  dan 3 , yaitu 

)()( 321321  ++=++ , maka 

)()(
321321 ,,,,,,   AAAAAA  = . Jadi, 

Aksioma 2 dipenuhi. 

Aksioma 3: 

Ada rotasi identitas, taitu 0,A  sedemikian rupa 

sehingga 
111 ,,0,0,,   AAAAA ==  . Jadi, 

Aksioma 3 dipenuhi. 
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Aksioma 4: 

Untuk setiap rotasi 
1,A  mempunyai balikan, yaitu 

rotasi 
1,  −A  sedemikian sehingga 

0,,,,, 1111 AAAAA   == −−  . Jadi, Aksioma 4 

dipenuhi. 

Karena keempat aksioma grup diatas dipenuhi, maka 

),( R  adalah grup. 

 

LATIHAN 

 

1) Buat tabel Cayley operasi komposisi pada 

himpunan ],[ IC t=  dimana I adalah 

transformasi identitas dan t  adalh pencerminan 

terhadap garis t! 

2) Diketahui T adalah himpunan semua 

pencerminan terhadap garis tertentu dan   

adalah operasi komposisi. Apakah ),( T  grup? 

Berikan komentar! 

3) Misal  ,A  adalah rotasi dengan pusat A dan 

besar sudut rotasi   dan s  adalah pencerminan 

terhadap garis s. Apabila ],[ , sAQ  =  dan   

adalah operasi komposisi. Apakah ),( Q  

merupakan grup? 

4) Diberikan s  dan t  berturut-turut adalah 

pencerminan terhadap garis s dan garis t. 
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Apakah komposisi kedua pencerminan tersebut 

bersifat tertutup? Tentukan hasil komposisi 

tersebut! 

5) Diberikan  ,A  adalah rotasi dengan pusat A dan 

sudut rotasinya I , dan tBC  =  adalah 

refleksi geser. Apakah   ,A  bersifat tertutup? 

Tentukan hasil komposisinya! 
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Rangkuman 

 

1. Himpunan transformasi-transformasi dengan 

operasi mebentuk grup. 

2. Himpunan S = {pencerminan, translasi, rotasi, 

refleksi geser} dengan operasi komposisi 

membentuk grup. 

3. Himpunan-himpunan yang merupakan sub grup 

dari grup isometri S diantaranya adalah: 

a. nT nAB |{=  bilangan bulat} 

b. },{ IC t=  

c. }180180|{ , −=  AR  
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Tes Formatif Modul 6 

 

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat! 

1) Jika  refleksi geser, QP =)(  dan QP  , maka 

sumbu refleksi geser   melalui ….. 

A. P 

B. Q 

C. P dan Q 

D. Titik tengah PQ  

2) Jika r, s, dan t tiga buah garis yang ketiganya 

tidak melalui satu titik dan tidak sekaligus 

ketiganya sejajar, maka tsr    adalah ..... 

A. Translasi 

B. Rotasi 

C. Pencerminan 

D. Refleksi geser 

3) Jika refleksi geser tAB  =  dengan 

)4,8())2,4(( = , maka garis t melalui titik P 

dengan koordinat ..... 

A. )2,4(  

B. )4,8(  

C. )3,6(  
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D. )8,16(  

4) Jika )2,4(),0,0( BA  dan refleksi geser 

tAB  = , maka gradien garis t adalah ..... 

A. 
2

1
 

B. 2  

C. 2−  

D. 
2

1
−  

5) Diberikan titik )3,2(),5,4( BA , garis t melalui titk 

)1,2(−P , dan tAB  =  merupakan refleksi 

geser dengan sumbu garis t, maka persamaan t 

adalah ...  

A. 03 =−+ xy  

B. 03 =−− xy  

C. 03 =−−− xy  

D. 03 =++ xy  

6) Himpunan isometri berikut yng tertutup terhadap 

operasi komposisi adalah ..... 

A. Himpunan pencerminan 

B. Himpunan translasi 

C. Himpunan rotasi 

D. Himpunan refleksi geser 
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7) Operasi komposisi tertutup pada himpunan G, jika G 

..... 

A. {rotasi-rotasi} 

B. (isometri-isometri} 

C. {refleksi geser, pencerminan} 

D. {rotasi, translasi} 

8) Komposisi dua pencerminan s  dengan t  adalah 

..... 

A. Translasi, jika s sejajar dengan t 

B. Rotasi, jika s tidak sejajar dengan t 

C. I, jika ts =  

D. A, B, dan C semua benar 

9) Komposisi antara rotasi  ,A  dengan  ,A  

merupakan suatu translasi, jika ..... 

A.  =  

B. 0=+  

C. 0+  

D. BA =  

10) Jika nT nAB |{(=  bilangan bulat} dan   adalah 

operasi komposisi, maka ..... 

A. ),( T  grup 

B. ),(   grup 

C. ),( nAB  grup 

D. ),( n  grup 
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Modul 7 

Teorema Dasar Isometri 

 

Kegiatan Belajar 1 : Teorema Ketunggalan dan 

Teorema Dasar Isometri 

A. Teorema Ketunggalan Isometri 

Teorema 7.1 (Teorema Ketunggalan Isometri): 

Diketahui tiga titik A, B, dan C yang tak segaris dan 

titik-titik A’, B’, dan C’. Ada paling banyak satu isometri 

yang memetakan A ke A’, B ke B’, dan C ke C’. 

 

Teorema 7.2: 

Jika s adalah garis yang melalui titik asal dan 

pencerminan s  memetakan titik )0,1(A  ke titik 

),( khB , maka ),(),( hykxkyhxyxs −+=  untuk 

setiap Vyx ),( . 

 

Contoh 7.1: 

Jika )0,0(O  dan ),( yxP , tentukan rumus peta P 

terhadap rotasi 60,0 ! 

Penyelesaian: 

 Misal garis s melalui )0,0(O  dan menyudut 30  

dengan sumbu s, titik )0,1(A , dan peta A oleh s  

adalah B atau BAs =)( . Untuk menentukan 

koordinasi B, perhatikan segitiga OCB yang siku-siku 

di C dengan = 60BOCm . Pada segitiga OCB 

tersebut, 1,
2

1
== OBOC . Maka 3

2

1
=BC . (dengan 
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rumus Pythagoras). Dengan demikian koordinasi 









3

2

1
,

2

1
B . 

Gambar 7.1 

 

Jika ),( yxP  maka dengan menggunakan Teorema 7.2 

kita peroleh: 









−+== yxyxyxP ss

2

1
3

2

1
3

2

1

2

1
),()(  .  

Tetapi jika t adalah sumbu-x maka tsO  =60, . Oleh 

karena itu, kita peroleh: 









+−==== yxyyxyxPP ststsO

2

1
3

2

1
3

2

1

2

1
),()],([)()(60,   

Contoh 7.2: 

Diketahui )0,7('),0,3('),6,3(),6,0(),2,0( −− BACBA , 

dan )3,7(' −−C . S adalah sebuah isometri yang 

memetakan ABC  ke ''' CBA . Jika )3,7(' −−C  

adalah sebarang titik di bidang, maka tentukan S(P)! 

Penyelesaian: 

Bila ABC  dan ''' CBA  dibuat gambarnya, maka 

akan seperti gambar dibawah ini. Dari ABC  tersebut 
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kita dapat memperoleh ''' CBA  dengan cara 

mentransformasikan berturut-turut, yaitu 

 

Gambar 7.2 

 

Dengan translasi AO , rotasi 90), , translasi AO , dan 

refleksi x . 

Jadi, isometri AOAOxS  = 90), . Titik ),( yxP  diambil 

sebarang, maka:  

)]2,0[()],([),()( 90),90), −+===  yxyxyxSPS AOxAOAOx   

)),2((]2,([ 90), xyyx AOxAOx +−=−=    

),1()],1[()]0,32[( xyxyxy xx −−−=−−−=+−+−=   

Jadi, ),1(),()( xyyxSPS −−−== . 

 

B. Teorema Dasar Isometri 

Lemma 7.1: 

Jika CDAB  , maka ada dua isometri yang 

memetakan A ke C dan B ke D, yaitu yang satu 

(……………….) dan satu lagi isometri lawan. 
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Teorema 7.3 (Teorema Ketunggalan Isometri): 

Setiap (……………….) adalah komposisi paling 

banyak tiga refleksi (pencerminan). 

 

Teorema 7.4 (Teorema Akibat): 

Setiap (……………….) adalah sebuah refleksi, refleksi 

geser translasi, atau rotasi. 

 

Teorema 7.5: 

Jika ''' CBAABC  , maka ada tepat satu isometri T 

yang memetakan A ke A’, B ke B’, dan C ke C’, 

 

Definisi 7.1: 

Dua buah himpunan disebut (……………….) jika dan 

hanya jika ada sebuah isometri yang memetakan 

suatu himpunan ke himpunan lainnya. 

 

Contoh 7.3: 

Diketahui sCABttT  ,=  dan T tidak mempunyai 

titik invarian. Isometri apakah T? 

Penyelesaian: 

s  isometri lawan,  ,C  isometri langsung, AB  

isometri langsung, t  isometri lawan, dan t  isometri 

lawan. Jadi, T merupakan isometri lawan. Karena T 

tidak mempunyai invarian, maka T adalah refleksi 

geser, sebab isometri lawan itu kemungkinannya 

refleksi dan refleksi geser. Karena refleksi mempunyai 

titik invarian yang banyak sekali, yaitu garis sumbu 

refleksinya, maka T tidak munkin berupa refleksi. 
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Contoh 7.4: 

Diketahui titik )2,3( −A , )2,6( −B , )1,2(−C , dan 

)4,2(−D . Tentukan isometri langsung T, apabila 

CAT =)(  dan DBT =)( . 

Penyelesaian: 

Bila kita buat gambarannya dalam sistem koordinat 

kartesius, maka titik-titik di atas seperti pada Gambar 

7.3. T yang diminta adalah isometri langsung, maka 

kemungkinan dari T adalah translasi atau rotasi atau 

merupakan komposisi dua isometri lawan. Bila 

komposisinya lebih dari dua isometri, maka 

kemungkinannya sangat banyak. Kedudukan ruas 

garis AB  dan CD  bolah dikatakan istimewa, sebab 

sejajar sumbu-sumbu koordinat. Apabila AB  

dirotasikan sejauh 90  dengan pusat )2,2( −−E , 

maka  

Gambar 7.3 

 

titik )2,3( −A  akan menjadi titik )3,2(' −A , dan titik 

)2,6( −B  akan menjadi titik )6,2(' −B . 
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Agar titik A’ berimpit dengan C, maka kita translasikan 

ruas garis '' BA  dengan CA' . Sehingga = 90,' ECAT 

. Kita tahu bahwa 90,E  adalah isometeri langsung dan 

CA'  juga isometri langsung. Jadi, = 90,' ECAT   adalah 

isometri yang diminta. 

Kita periksa, apakah benar CAT =)(  dan DBT =)( ? 

)2,3)(()( 90,' −= ECAAT   


















−

−
+









+−

+







 −
=−= 

2

2

22

23

90cos

90sin

90sin

90cos
)]2,3([ '90,' CAECA   

  CCACA =−=+−−+−=−=
















−

−
+















 −
= )1,2()3)31.(2)22(()3,2(

2

2

0

5

0

1

1

0
''   

Jadi, CAT =)(  

Anda diminta untuk memeriksa bahwa DBT =)( . 

(petunjuk: lakukan dengan cara yang sama, seperti 

memeriksa CAT =)( , tetapi tittik A diganti oleh titik B). 

 

Latihan 

1) Apakah wyvts   merupakan isometri? Bila 

benar, apakah merupakan isometri langsung atau 

lawan? 

2) Diberikan ruas garis AB ditransformasikan dengan 

T, sehingga ')( AAT =  dan ')( BBT = . Apabila 

''BAAB = , maka apakah T adalah satu-satunya 

isometri? 

3) Misalkan diketahui titik A dan B sehingga BAT =)(  

dengan T isometri. Isometri apakah T? 
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4) Menurut teorema ketunggalan isometri apabila 

''' CBAABC  , maka ada tepat sebuah isometri 

T sehingga ''')( CBAABCT  . Apakah ada 

isometri T, apabila ABC  tidak kuivalen dengan 

''' CBA ? 

5) Jika S adalah garis yang melalui )0,0(O  dan 

)2,4()0,1( −=s , maka tentukan )2,3( −s ! 
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Rangkuman 

 

1. Jika diberikan tiga titik A, B, dan C yang tidak 

segaris dan titik-titik A’, B’, dan C’, maka ada paling 

banyak satu isometri yang memetakan A ke A’, B ke 

B’, dan C ke C’. 

2. Jika s adalah garis yang melalui titik asal dan 

pencerminan s  memetakan titik )0,1(A  ke ),( khB

, maka ),(),( hykxkyhxyxs −+=  untuk setiap 

),( yx . 

3. Jika CDAb  , maka ada da isometri yang 

memetakan A ke C dan B ke D, yaitu yang satu 

isometri langsung dan satu lagi isometri lawan. 

4. Setiap isometri adalah komposisi paling banyak tiga 

refleksi (pencerminan). 

5. Setiap isometri adalah sebuah refleksi, refleksi 

geser, translasi, atau rotasi. 

6. Jika ''' CBAABC  , maka ada tepat satu 

isometri T yang memetakan A ke A’, B ke B’, dan C 

ke C’. 

7. Dua buah himpunan disebut kongruen jika dan 

hanya jika ada sebuah isometri yang memetakan 

satu himpunan ke himpunan lainnya. 
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Kegiatan Belajar 2 : Kesamaan (Parity) dan Persamaan 

Isometri 

A. Kesamaan (Parity) 

Lemma 7.2: 

Jika P adalah sebuah titik, a dan b adalah garis, maka 

ada garis c dan d, dengan c melalui P sehingga 

cdab  = . 

 

Teorema 7.6: 

Komposisi empat buah pencerminan sama dengan 

komposisi dua buah pencerminan. 

 

Teorema 7.7: 

Sebuah (……………….) dapat dinyatakan sebagai 

komposisi dua buah refleksi. (……………….) dapat 

dinyatakan sebagi sebuah refleksi atau komposisi tiga 

buah refleksi. Tak ada isometri yang bisa langsung dan 

lawan sekaligus. 

 

Teorema 7.8: 

Jika P sebuah titik, g adalah garis, dan T adalah 

(……………….), maka : 

a) )(

1

gTgTT  =−
 

b) )(

1

PTPgTT  =−
 

Teorema 7.9: 

Jika T adalah isometri, AB  translasi,  ,C  rotasi, dan 

  refleksi geser dengan sumbu garis k, maka: 

a) )()(

1

BTATABTT  =−
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b)   (,),(

1

, tCTC TT =−
 jika T isometri langsung 

dan −  jika T isometri lawan). 

c) 
1−TT  adalah refleksi geser dengan sumbu )(kT

. 

Teorema 7.10: 

a) Jika ts  = , maka ts =  

b) Jika   ,, DC = , maka DC =  

Teorema 7.11: 

stts  = , jika dan hanya jika ts =  atau s tegak 

lurus terhadap t. 

Berdasarkan teorema 7.11, pernyataan-pernyataan 

berikut adalah ekuivalen: 

1. stts  =  

2. tsts  =
−1

 

3. tts
 =)(  

4. tts =)(  

5. ts =  atau s tegak lurus terhadap t. 

 

Teorema 7.12: 

Komposisi dua buah (……………….) yang bukan 

identitas dengan pusat-pusat berbeda tidak 

komutatif. 
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Contoh 7.5: 

Jika T isometri, buktikan bahwa 
1−TT s  adalah 

isometri lawan. 

Penyelesaian: 

Karena T isometri, maka (menurut teorema) T dapat 

berupa isometri lawan atau isometri langsung. Jika T 

isometri lawan, mata 1−T  juga isometri lawan. 

Karena s  adalah isometri lawan, maka 
1−TT s  

merupakan isometri lawan. 

Jika T isometri langsung, maka 1−T  juga isomteri 

langsung. Karena s  isometri lawan, maka 
1−TT s  

merupakan isometri lawan. Jadi 
1−TT s  merupakan 

isometri lawan 

 

Contoh 7.6: 

Buktikan bahwa titik invariant dari 
1

,

−

tCt    adalah 

)(Ct  

Penyelesaian: 

Harus ditunjukkan bahwa 

)())()((
1

, CC tttCt   =
−

. Dengan 

mengggunakan teorema-teorema yang telah 

dipelajari di atas, maka: 

)]([))()((
1

,

1

, CC ttCtttCt  

−−
=  

)(, CCt =  

)(Ct= , karena )()(, CCC =  
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Contoh 7.7: 

Jika T isometri dan B adalah involusi, maka 1−TBT  

adalah involusi. Buktikan! 

Penyelesaian: 

Menurut definisi jika B involusi, maka 1−= BB . Jadi, 

untuk menunjukkan bahwa 1−TBT  involusi, maka 

kita perlihatkan 
111)( −−− = TBTTBT . Dengan 

menggunakan teorema-teorema yang telah dipelajari 

di atas, maka 
1111111111 )()())(()( −−−−−−−−−− ==== TBTTTBTBTTTBTBT

. Jadi, 1−TBT  adalah involusi. 

 

B. Persamaan Isometri 

Karena refleksi geser merupakan isometri, maka 

persamaan refleksi geser dapat diturunkan dari 

komposisi pencerminan dilanjutkan dengan translasi 

dan komposisi yang lainnya, sesuai dengan 

ketentuan isometri tersebut. Jadi, untuk memperoleh 

persamaan refleksi geser kita lakukan dengan cara 

mensubstitusi persamaan-persamaan translasi. 

Untuk menurunkan persamaan-persamaan refleksi 

geser tersebut, sebaiknya kita ingat kembali 

mengenai rumus-rumus persamaan pencerminan, 

setengah putaran, translasi, dan rotasi, yaitu: 

1. Pencerminan 

Misal titik ),( yxP  adalah sebarang titik di bidang 

dan garis s memppunyai persamaan 

}0|),{( =++= cbyaxyxs . Jika, ')( PPs =  

dengan )','(' yxP , maka: 
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22

)(2
'

ba

cbyaxa
xx

+

++
−=  dan 

22

)(2
'

ba

cbyaxb
yy

+

++
−=  

 

2. Translasi 

Misal translasi AB  dengan ),(),0,0( baBA  dan 

),( yxP  adalah titik sebarang di bidang. Jika 

')( PPAB =  dengan )','(' yxP , maka axx +='  dan 

byy +=' . Sementara itu, jika 1−TBT  dan 

1−TBT , serta AB  dengan )','(' yxP , maka 

)(' apxx −+=  dan )(' bqyy −+= . 

 

3. Setengah Putaran 

Setengah putaran dengan pusat ),( baA  untuk 

titik ),( yxP  adalah )','(')( yxPPA =  engan 

xax −= 2'  dan yby −= 2' . 

 

4. Rotasi 

Rotasi yang pusatnya )0,0(A  dengan sudut   

dari titik ),( yxP  adalah )','(')(, yxPPA =  

dengan yxx −= cos'  dan 

 cossin' += yxy . Sementara itu, jika 

pusatnya ),( baA , maka 

 sin)(cos)(' −−−+= byaxay  dan 

 cos)(sin)(' −+−+= byaxby . 
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5.  Refleksi Geser 

Kita ambil komposisi menurut definisi refleksi 

geser itu, yaitu jika   refleksi geser dan ABt // , 

maka tAB =  dengan t adalah 

(……………….). Misal persamaan sumbu 

refleksi geser terebut adalah 

}0|),{( =++= cbyaxyxt , titik )0,0(,A  dan 

),( qpB . Bila )','(' yxP =  adalah peta titik 

),( yxP =  oleh   atau ')( PP = , maka untuk 

menentukan x’ dan y’, kita substitusikan 

persamaan pencerminan t  ke persamaan 

translasi AB . Kita tahu bahwa 

)()( 000 yxPPt +=  dengan 

22

0 )(2

ba

cbyaxa
xx

+

++
−=  dan 

22

0 )(2

ba

cbyaxb
yy

+

++
−= . Karena 

')]([)( 0 PPP tABAB ===  , maka 

pxx += 0'  dan qyy += 0' . Setelah x’’ dan y’’ 

disubstitusikan, maka kita peroleh: 

22

)(2
'

ba

cbyaxa
xx

+

++
−=  dan 

22

)(2
'

ba

cbyaxb
yy

+

++
−=  

Apabila ),( utA  dan ),( qpB , maka 

')( 0 PPAB ==   dengan )(' 0 tpxx −+=  dan 
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)(' 0 uqyy −+= . Setelah x’’ dan y’’ 

disubstitusikan maka kita peroleh: 

)(
)(2

'
22

tp
ba

cbyaxa
xx −+

+

++
−=  dan 

)(
)(2

'
22

uq
ba

cbyaxb
yy −+

+

++
−=  

Karena isometri itu dapat dikelompokkan juga 

menjadi dua macam, yaitu (……………….) dan 

(……………….), maka persamaan kedua jenis 

isometri tersebut sebagai berikut: 

A. Persamaan Isometri Langsung 

Jika T isometri langsung, ),( yxP  sebarang titik di 

bidang, dan ')( PPT =  dengan )','(' yxP = , 

maka: cbyaxx +−='  dan daybxy ++='  

dengan 122 =+ ba . 

Persamaan isometri di atas dapat pula ditulis 

sebagia berikut: 

1001

'

'

++=

++=

+−=

yx

daybxy

cbyaxx

 

dengan 122 =+ ba  

Atau 































 −

=

















11001

'

'

y

x

d

c

a

b

b

a

y

x

 dengan 122 =+ ba

. Matriks 















 −

=

100

d

c

a

b

b

a

T  dengan 122 =+ ba , 

disebut (……………….). Karena isometri 
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langsung tersebut ada dua jenis, yaitu translasi 

dan rotasi, maka matriks T di atas merupakan 

matriks translasi dan rotasi. 

B. Persamaan Isomer Lawan 

Jika T isometri lawan, ),( yxP  sebarang titik di 

bidang, dan ')( PPT =  dengan )','(' yxP = , 

maka: cbyaxx +−='  dan )(' daybxy ++−=  

dengan 122 =+ ba . 

Persamaan isometri di atas dapat pula ditulis 

sebagia berikut: 

1001

'

'

++=

−−−=

+−=

yx

daybxy

cbyaxx

 

dengan 122 =+ ba  

Atau 

































−−

−

−=

















11001

'

'

y

x

d

c

a

b

b

a

y

x

 dengan 

122 =+ ba . Matriks 

















−−

−

−=

100

d

c

a

b

b

a

T  dengan 

122 =+ ba , disebut (……………….). Karena 

isometri lawan tersebut ada dua jenis, yaitu 

refleksi dan refleksi geser, maka matriks T di atas 

merupakan matriks refleksi dan refleksi geser. Hal 

ini tak mudah untuk diperlihatkan apabila sumbu-

sumbu refleksinya tidak istimewa, karena refleksi 

terhadap garis sebarng merupakan komposisi 

beberapa buah isometri. Kusus untuk refleksi 

terhadap beberapa garis intimewa kita diminta 
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mencoba menunjukkannya. Misalnya refleksi 

terhadap sumbu x, terhadap sumbu y, terhadap 

garis kx = , terhadap garis hy = , terhadap garis 

xy = , dan terhadap garis xy −=  

Teorema 7.13: 

Jika ),( yxP , T adalah isometri sehingga 

')( PPT =  dengan )','(' yxP , maka cbyaxx +−='  

dan )(' daybxy ++= , dengan 122 =+ ba  

Contoh 7.8: 

Tentukan peta titik )1,2( −P  oleh isometri T yang 

matriks isometrinya adalah 

















1

3

2

0

1

0

0

0

1

! 

Penyelesaian 

Missal pet dari P adalah Q, maka QPT =)( , 

sehingga: 

















=

















−

















=

1

2

4

1

1

2

1

3

2

0

1

0

0

0

1

Q  

Jadi, peta dari P adalah )2,4(Q  

Contoh 7.9: 

Tentukan prapeta titik )3,4( −Q  oleh T yang 

matriksnya 

















−

1

1

4

0

1

0

0

0

1

! 

 

 

Penyelesaian 
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Misal P adalah  prapeta titik Q oleh T, maka 

QPT =)(  atau )(1 QTP −=  

Bila 1−T  dihitung, maka akan diperoleh 

















−=−

1

1

4

0

1

0

0

0

1
1T . Maka dari itu 

















−=

















−

















−=

1

2

0

1

3

4

1

1

4

0

1

0

0

0

1

P . Jadi, koordinat 

)2,0( −P . 

Contoh 7.10: 

Tentukan peta }0964|),{( 22 =++++= yxyxyxs  

oleh isometri 

















=−

1

3

2

0

1

0

0

0

1
1T  

 

 

 

Penyelesaian 

Missal ),( yxP  pada s dan peta P oleh T adalah 

)','( yxQ , maka )(PTQ = , sehingga 

















+

+

=

































−=

















1

3

2

11

1

4

0

1

0

0

0

1

1

'

'

y

x

y

x

y

x

 

Dari persamaan diatas kita peroleh 2' += xx  dan 

3' += yy  atau 2'−= xx  dan 3'−= yy . Bila harga x 
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dan y ini kita substitusikan ke persamaan s, maka kita 

peroleh 09)3'(6)2'(4)3'()2'( 22 =+−+−+−+− yxyx

. Apabila persamaan ini disederhanakan akan kita 

peroleh 4)'()'( 22 =+ yx . Apabila digambar pada 

bidang Cartesius tegak berupa lingkaran. Kita 

diminta untuk menentukan koordinat pusat dan 

panjang jari-jari lingkaran tersebut. 

 

Latihan 

1) Jika mn  ,  dan k  berturut-turut pencerminan 

terhadap garis n, m, dan k. Apakah mungkin 

menjadi kmn  = ? Tunjukkan kebenaran 

jawaban anda! 

2) Jika   involusi dan   adalah transformasi, 

buktikan bahwa 
1−  suatu involusi! 

3) Jika P sebuah titik dan g  adalah pencerminan 

terhadap garis g, buktikan )(

1

Pgpg g
 =

−
! 

4) Buktikan: tsts  =
−1

, jika dan hanya jika 

tts
 =)( ! 

5) Tentukan isometri lain dari: 

a) CABC   

b)   ,, AgA  

c) tAt  ,  

d) ABPAB   
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Rangkuman 

 

1. Komposisi empat buah pencerminan sama 

dengan komposisi dua buah pencerminan. 

2. Jika P sebuah titik, g adalah garis, dan T adalah 

isometri, maka: 

a. )(

1

gTgTT  =−
 

b. )(

1

PTPTT  =−
 

3. Jika T isometri, AB  translasi,  ,C  rotasi dan   

refleksi geser dengan sumbu k, maka: 

a. )()(

1

BTATABTT  =−
 

b.   

− = ),(

1

, CTC TT   (  jika T isometri 

langsung dan −  jika T isometri lawan) 

c. 
1−TT  adalah refleksi geser dengan sumbu 

T(k) 

4. Jika ts  = , maka ts = . Dan jika   ,, CC =

, maka DC = . 

5. tsts  =  jika dan hanya jika ts =  atau s 

tegak lurus dengan t. 

6. Pernyataan-pernyataan berikut adalah ekuivalen: 

a. tsst  =  

b. tsts  =
−1

 

c. tts
 =)(  

d. tts =)(  
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e. ts =  atau s tegak lurus dengan t. 

7. Komposisi dua buah rotasi yang bukan identitas 

dengan pusat-pusat berbeda tidak komutatif. 

8. Jika ),( yxP , T adalah isometri sehingga 

')( PPT =  dengan )','(' yxP , maka 

cbyaxx +−='  dan )(' daybxy ++= , dengan 

122 =+ ba . 
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Tes Formatif Modul 7 

 

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat!  

1) Diketahui ')(,')( BBTAAT == , dan ''BAAB = , 

maka T adalah ….. 

A. Kesebengunan 

B. Translasi 

C. Dilatasi 

D. isometri 

2) Jika pencerminan s  memetakan titik )0,1(  ke titik 

),( ba , maka s  ..... 

A. ),( aybxbyax −+  

B. ),( bqapaqbp +−  

C. ),( aqbpbqap +−  

D. ),( aqbpbqap −+  

3) Jika CDAB   dengan CAT =)(  dan DBT =)( , 

maka ..... 

A. T bukan isometri 

B. T isometri langsung. 

C. T isometri lawan 

D. T isometri langsung atau lawan 
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4) Misal isometri wrvtsT = , maka T 

merupakan ..... 

A. Rotasi 

B. Translasi 

C. Pencerminan atau refleksi geser 

D. Rotasi atau translasi 

5) Misal isometri tCDAuABR  ,= , maka R 

merupakan ..... 

A. Rotasi 

B. Translasi 

C. Pencerminan atau refleksi geser 

D. Rotasi atau translasi 

6) T isometri dan   ),(

1

, CTC TT =−
. Jika T 

merupakan isometri langsung, maka =  ….. 

A.   

B. −  

C. −90  

D. +90  

7) Jika T isometri dan   adalah refleksi geser, maka 

1−TT  merupakan ….. 

A. Pencerminan. 

B. Translasi. 

C. Rotasi. 

D. Refleksi geser. 
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8) Diketahui pernyataan: 

(1) tsst  =  

(2) tts
 =)(  

(3) tts =)( , dan 

(4) ts =  atau s tegak lurus dengan t. 

Pernyataan yang benar adalah ….. 

A. (1) ekuivalen (2) 

B. (1) ekuivalen (3) 

C. (1) ekuivalen (4) 

D. A, B, dan C semua benar 

9) Jika T isometri, maka AB  merupakan isometri ….. 

A. Langsung 

B. Lawan 

C. Tidak langsung, tidak lawan 

D. Dapat langsung, dapat lawan 

10) Titik invariant dari 
1

,

−

tCt    adalah ….. 

A. )(Ct  

B.  ,C  

C. )(tt  

D. 
1−

t  
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MODUL 8 

Similaritas 

 

Kegiatan Belajar 1 : Similaritas dan Dilatasi 

A. Similaritas 

Definisi 8.1 

Transformasi T disebut (……………….) jika dan 

hanya jika ada konstanta 0k  sehingga untuk 

setiap titik P dan Q. )('' PQkQP =  dengan )(' PTP =  

dan )(' QTQ = . 

 

Teorema 8.1: 

Jika T (……………….), maka: 

1) T memetakan garis pada garis. 

2) T mengawetkan ukuran sudut. 

3) T mengawetkan kesejajaran. 

 

Teorema 8.2 (Teorema Akibat): 

Kesebangunan mengawetkan ke tegak lurusan dua 

buah garis. 

 

Teorema 8.3: 

Jika T dan l adalah kesebangunan, maka TL adalah 

(……………….). 

 

B. Dilatasi 

Definisi 8.2: 

Diketahui, sebuah titik A dan bilangan positif r. 

Pemetaan yang berpusat A dengan faktor skala r 
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disebut (……………….) (dinotasikan rAD , ) jika dan 

hanya jika untuk setiap titik P di v berlaku: 

a) Jika AP = , maka APD rA =)(, . 

b) Jika AP  , maka ')(, PPD rA =  dengan P’ adalah 

titik pada sinar AP  sehingga )(' APrAP = . 

Pernyataan ini ekuivalen dengan P’, yaitu titik 

yang mengakibatkan )(' APrAP = . 

Teorem 8.4: 

Setiap dilatasi adalah (……………….). 

 

Teoema 8.5: 

Jika s dan s’ peta garis s oleh dilatasi rAD , , maka: 

a) ss =' , jika sA , dan  

b) ss //' , jika sA . 

Contoh 8.1: 

Diketahui titik-titik A, P, dan Q yang tak segaris. 

Lukislah )(3/1, QDA ! 

Penyelesaian: 

Misalkan ')(3/1, QQDA =  sehingga AQAQ
3

1
'= . 

Cara melukisnya: 

1) Buat AQ  (panjang disesuaikan keperluan). 

2) Buat garis k melalui A tidak berimpit dengan AQ

. 
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3) Pada garis k buat tiga buah titik dengan skala 

yang sama, yaitu 21 , AA  dan 3A . 

4) Hubungkan 3A  dengan Q. 

5) Buat '1QA  sejajar dengan QA3 . 

Gambar 8.1 

 

Contoh 8.2: 

Jika )0,0(O  dan )5,2(B , tentukan koordinat 

)(' 3, BDB O= ! 

Penyelesaian: 

Menurut definisi dilatasi, bila ')(3, BBDO =  maka 

)(3' OBOB = . Karena )5,2(),0,0( BO , dan misalkan 

)','(' yxB , maka )(3' OBOB =  atau 

)05,02(3)0',0'( −−=−− yx  atau )5,2(3)','( =yx . 

Sehingga kita peroleh 6'=x  dan 15'=y . Jadi, 

koordinat )15,6('B . 
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C. Komposisi Dilatasi 

Teorema 8.6: 

Jika rAD ,  adalah sebuah (……………….) dengan 

pusat ),( baA  dan faktor skala r maka untuk ),( yxP  

sebarang titik di bidang, berlaku 

))1(),1((()(, rbryrarxPD rA −+−+= . 

 

Teorema 8.7: 

Komposisi dua dilatasi rAD ,  dan rBD ,  dengan BA   

adalah suatu dilatasi rCD ,  dengan C pada AB  jika rs 

tidak sama dengan 1. Sementara itu, bila 1=rs , 

komposisi dua dilatasi tersebut adalah suatu 

(……………….) yang sejajar dengan AB . 

 

Teorema 8.8: 

Jika rAD ,  dan sAD ,  adalah dua buah dilatasi dengan 

pusat yang sama, yaitu di A, maka: 

a) rsAsArA DDD ,,, = , jika 1rs . 

b) 1,, =sArA DD , jika 1=rs . 

c) rAsAsArA DDDD ,,,, =  
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Teorema 8.9: 

Untuk setiap dilatsi rAD ,  balikannya adalah 

r
A

D 1
,

. 

 

 

Teorema 8.10: 

Diketahui translasi AB  dan dilatasi-dilatasi 2,AD  dan 

2

1
,B

D , maka 

2

1
,

2,
B

AAB DD= . 

 

Teorema 8.11: 

a) 

3

1
,

3,2
B

AAB DD= . 

b) 

1

1
,

1,

+

+=
n

B
nAnAB DD  dengan n bilangan asli. 

Teorema 8.12: 

Komposisi sejumlah dilatsi dan isometri adalah 

kesebangunan. 

 

Contoh 8.3: 

Pada contoh ini kita akan diperlihatkan penggunaan 

dilatasi untuk membuktikan bahwa keiga garis berat 

suatu segitiga berpotongan di satu titik. 

Penyelesaian: 

Gambar 8.2 
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Andaikan M adalah titik tengah AC  dan N adalah 

titik tengah BC . Misalnya, X titik pada AN  sehingga 

)(2 XNAX =  dan Y pada BM  sehingga 

)(2 YMBY = . Kita akan membuktikan bahwa YX =

Berturut-turut diperoleh: 

1) )(
3

2
,

NDX
A

=  dan )(
2

1
,

CDN
B

= . Jadi, 

)(
2

1
,

3

2
,

CDDX
BA

= . Sementara itu, 

2

3
,

1

3

2
, AA

DD =













−

 dan 2,

1

2

1
,

B
B

DD =













−

. Maka, 

)(
3

2
,

2, XDDC
A

B= . 

2) )(
3

2
,

MDY
B

=  dan )(
2

1
,

CDM
A

= . Jadi, 

)(
2

1
,

3

2
,

CDDY
AB

= . Sementara itu, 

)(
3

2
,

2, XDDC
A

B= . Maka, 

)(
2

3
,

2,

2

1
,

3

2
,

XDDDDC
A

B
AB

= . 

Karena 2,

3

1
,

3

2
,

B
BB

DDD =  dan 3,

2

1
,

2

3
,

B
BB

DDD = , 

maka: 

))()()(( 3,

2

1
,

2,

2

2
,

2,

3

1
,

XDDDDDDY A
A

B
A

B
B

=  
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XXII

XDDDD

XDDDD

XDD

XDD

XDDDDDD

A
B

B
B

A
B

B
B

ABA
B

ABABA
B

A
A

B
A

B
B

==

=

=

=

=

=

))()((

))()((

)()(

)(

)(

)())((

3,

3

1
,

3,

3

1
,

3,

3

1
,

3,

3

1
,

3,2

3

1
,

3,

3

1
,

3,

2

1
,

2,

2

2
,

2,

3

1
,





 

Dengan cara yang sama, buktikan jika CKZ   

dengan K adalah titik tengah AB  dan CKCZ
3

2
=  

atau ZKCZ 2=  maka XZ = . Bila ini telah terbukti, 

dapat dibuat kesimpulan berikut. Karena 

CKZBMYANX  ,, , dan ZYX == , maka 

ketiga garis berat ABC  tersebut melalui satu titik. 

 

LATIHAN 

1) Jika T kesebangunan, sebutkan sifat-sifat dari T 

tersebut! 

2) Jika rAD ,  adalah dilatasi yang pusatnya A dengan 

faktor skala r dan PPD rA =)(, , apa yang dapat 

Anda katakan tentang titik P tersebut? 

3) Diketahui )3,1( −P  dan )0,0(A , tentukan )(2, PDA

! 
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4) Diketahui )3,1(A  dan ),( 00 yxP  adalah titik 

sebarang. Tentukan koordinat )('
4

3
,

PDP
A

= ! 

5) Jika ]82|),[( =+= yxyxs , tentukan persamaan 

)('
3

4
,

sDs
A

=  dengan )3,1(A . 
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Rangkuman 

 

1. Suatu transformasi T disebut kesebangunan jika 

dan hanya jika ada konstanta 0k  sehingga 

setiap titik P dan Q, )('' PQkQP =  dengan 

)(' PTP =  dan )(' QTQ = . 

2. Kesebangunan memetakan garis pada garis, 

mengawetkan ukuran sudut, mengawetkan 

kesejajaran dan mengawetkan ketegaklurusan. 

3. Jika T dan L kesebangunan, maka TL 

kesebangunan. 

4. Setiap dilatasi adalah kesebangunan. 

5. Jika s garis dan s’ peta garis s oleh dilatasi rAD , , 

maka: 

a. ss =' , jika sA . 

b. ss //' , jika sA . 

6. Jika ),( yxP  dan )0,0(O , maka 

),(),(, ryrxyxD rO = . 

7. Jika ),( yxP  dan ),( baA , maka 

))1(),1()(,(, rbryrarxyxD rA −+−+ . 

8. Jika BA  , maka: 

a. rsCsBrA DDD ,,, =  dengan C pada AB , jika 

1=rs . 
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b. CDsBrA DD =,,  dengan ABCD // , jika 

1rs  

9. Jika rAD ,  dan sAD ,  adalah dua buah dilatasi 

dengan pusat yang sama, yaitu A, maka: 

a. rsCsBrA DDD ,,, = , jika 1rs . 

b. 1,, =sBrA DD , jika 1=rs . 

c. rAsBsBrA DDDD ,,,, = . 

10. 

r
A

rA DD 1
,

1

, )( =− . 

11. 

1

1
,

1,

+

+=
n

A
nAnAB DD . 

12. Komposisi sejumlah dilatasi dan isometri adalah 

kesebangunan. 
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Kegiatan belajar 2 : Teorema Similaritas dan 

Persamaan Similaritas 

A. Teorema Similaritas (Kesebangunan). 

Teorema 8.13 (Teorema Kesebangunan): 

Jika XYZABC  , maka ada tepat satu 

(……………….) T, sehingga YBTXAT == )(,)( , dan 

ZCT =)( . 

 

Teorema 8.14: 

Setiap (……………….) dapat dinyatakan sebagai 

komposisi antara dilatasi dan paling banyak tiga buah 

pencerminan (sebuah isometri). 

 

Definisi 8.3: 

Dua himpunan A dan B disebut (……………….) 

dinotasikan BA   jika dan hanya jika ada 

kesebangunan yang memetakan himpunan A ke 

himpunan B. 

 

Contoh 8.4: 

Jika T kesebangunan yang memetakan ABC  ke 

DEF , seperti pada gambar 8.23 dan )2,2( −P , 

tentukan koordinat )(PT ! 

Gambar 8.3 
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Penyelesaian: 

Diketahui bahwa DEFABCT  )( , seperti pada 

Gambar 8.23, artinya ,)(,)( EBTDAT ==  dan 

FCT =)( . 

3)00()03( 22 =−+−=AB  dan 

1)23()00( 22 =−+−=DE . Karena T 

kesebangunan, maka )(ABkDE =  atau 
3

1
=k . 

Misalkan ')( PPT =  dengan )','(' yxP , ditentukan 

koordinat P’. Dari DAT =)(  dan ')( PPT = , maka: 

)
3

2
,

3

2
()2','(

)02,02(
3

1
)2',0'(

)('

−=−

−−−=−−

=

yx

yx

APkDP

.  

Jadi, kita peroleh 
3

2
'=x  dan 

3

4
'=y . Maka itu, 










3

4
,

3

2
'P . 

 

Contoh 8.5: 

L adalah lingkaran dengan pusat L dan jari-jari 1 cm. 

bujur sangkar ABCD adalah bujur sangkar yang 

menyinggung lingaran L dari luar. Sementara itu, bujur 

sangkar EFGH adalah bujur sangkar yang berada di 

dalam lingkaran L. Tentukan kesebangunan T yang 

memetakan bujur sangkar EFGH ke bujur sangkar 

ABCD sehingga AET =)(  dan BFT =)( . 
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Penyelesaian: 

Buatlah diagonal BD dan AC. Kedua diagonal ini 

berpotongan di titik L. Ruas garis LE merupakan jari-

jari lingkaran L, sedangkan LA merupakan sisi miring 

segitiga siku-siku sama kaki LAE. Jadi, 1=LE  dan 

2=LA , sehingga 2=
LE

LA
 atau LELA 2=  

Kita buat ')(
22

EEDD
LL

=  sehingga  

Gambar 8.4 

LELE 2'= . Dengan demikian LALE =' . Begitu pula 

titik-titik sudut F, G, dan H bila didilatasikan dengan 

2L
D  dan misal peta-petanya berturut-turut adalah F’, 

G’, dan H’. Maka itu, LALALHLGLF ==== '''' . Kita 

komposisikan 
2L

D  dengan 45,L , maka: 

AEED LLL == )'()( 45,245,   

BFFD LLL == )'()( 45,245,   

CGGD LLL == )'()( 45,245,   

DHHD LLL == )'()( 45,245,   
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Dengan komposisi 
245, LL D , ternyata bujur sangkar 

EFGH dipetakan ke bujur sangkar ABCD. Jadi, 

kesebangunan T yang dicari adalah 
245, LL DT = . 

 

B. Persamaan Similaritas 

Teorema 8.15 (Teorema Persamaan Similaritas): 

Misalkan S adalah (……………….) di mana ')( PPS =  

dengan ),( yxP  dan )','(' yxP , maka: 









++=

−−=

)('

'

tpyqxy

sqypxx
 dengan 022 + qp . 

Contoh 8.6: 

Tentukan bayangan titik )2,1(P  oleh (……………….) 

yang matriknya 

1

2

8

0

2

0

0

0

2

−=S ! 

Penyelesaian: 

Misalkan bayangan titik P adalah titik )','(' yxP . Ini 

berarti ')( PPS = . Koordinat P dan P’ kita ubah 

menjadi koordinat homogen (masih ingatkah tentang 

koordinasi homogen?) sehingga )2,1(P  menjadi 

)1,2,1(P , sedangkan )','(' yxP  menjadi )1,','(' yxP . 

Dari ')( PPS = , kita peroleh 

















=

































−

1

'

'

1

2

1

1

2

8

0

2

0

0

0

2

y

x

. 
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Setelah dijabarkan, kita peroleh 








=

=

2'

10'

y

x
. Jadi, 

bayangan titik )2,1(P  adalah )2,10('P . 

 

Latihan 

1) Diketahui ''')(, CBAABCD rP =  dan 

AAAD rP == ')(, . Buat sketsa )2,1(P  dan )2,1(P

! 

2) Jika A, B, C, dan D empat titik berbeda, manakah 

yang tidak ada tiga titik yang segaris diantara empat 

titik tersebut. Tentukan syarat agar terdapat suatu 

dilatasi yang memetakan A ke B dan C ke D! 

3) Jika S similaritas lawan dari )','()),(( yxyxS = , 

trntukan x’ dan y’! 

4) Tentukan peta titik )4,5(P  oleh kesebangunan 

yang matriksnya 

1

0

0

0

6

0

0

0

6

=M ! 

5) Tentukan peta garis }0632|),{( =++= yxyxs  

oleh kesebangunan yang matriksnya 

1

0

0

0

6

0

0

0

6

=M ! 
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Rangkuman 

 

1. Jika XYZABC  , ada tempat satu 

kesebangunan T sehingga YBTXAT == )(,)( , 

dan ZCT =)( . 

2. Setiap kesebangunan dapat dinyatakan sebagai 

komposisi antara dilatasi dan sebuah isometri. 

3. Dua himpunan A dan B disebut sebangun, lalu 

dinotasikan BA   jika dan hanya jika ada 

kesebangunan yang memetakan himpunan A ke 

himpunan B. 

4. Misalkan S adalah similaritas (kesebangunan) di 

mana ')( PPS =  dengan ),( yxP  dan )','(' yxP ,  

maka 








++=

−−=

)('

'

tpyqxy

sqypxx
 dengan 022 + qp . 
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Tes Formatif Modul 8 

 

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat! 

1) Diketahui ')(,')( QQTPPT == , dan )('' PQkQP =  

dengan 0k , maka T disebut ….. 

A. Isometri. 

B. Translasi. 

C. Pencerminan. 

D. Kesebangunan. 

2) Jika T kesebangunan, 1 garis lurus, dan ')( llT =  

maka l’ ….. 

A. Berupa garis lurus. 

B. Bukan garis. 

C. Berupa garis lengkung. 

D. Bias garis lengkung dan bias garis lurus. 

3) Jika T dan L kesebangunan, komposisinya adalah 

….. 

A. Kesebangunan. 

B. Dilatasi. 

C. Isometri. 

D. Translasi. 
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4) rAD ,  adalah dilatasi yang pusat A dengan factor skala 

r dan APD rA =)(, , maka ….. 

A. AP  . 

B. AP = . 

C. Jarak dari P ke A semakin dekat. 

D. Jarak dari P ke A semakin jauh. 

5) Diberikan s garis dan ')(, ssD rA = . Pernyataan yang 

benar di bawah ini adalah ….. 

A. Jika sA , maka ss =' . 

B. Jika sA , maka ss //' . 

C. Jika sA , maka s’ tegak lurus s. 

D. Jika sA , maka s’ berimpit s. 

6) Jika YBTXATXYZABC == )(,)(,  dan 

ZCT =)( , maka disebut ..... 

A. Isometri. 

B. Translasi. 

C. Kesebangunan. 

D. Dilatasi. 

7) Jika ''')(, CBAABCD rP = , maka ..... 

A. 'ABC  dipetakan ke ''' CBA  oleh rPD , . 
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B. ''' CBAABC   

C. ''' CBAABC   

D. A, B, dan C semuanya benar. 

8) Jika himpunan a dipetakan oleh suatu kesebangunan 

T ke himpunan B, maka .... 

A. BA = . 

B. BA  . 

C. A tidak B  

D. BA   

9) Jika T suatu kesebangunan, maka T adalah ..... 

A. Isometri. 

B. Translasi. 

C. Dilatasi. 

D. Transformasi. 

10) Jika T suatu transformasi, )','(),( yxyxT =  dengan 

cbyaxx +−='  dan daybxy ++='  dimana 

122 =+ ba , maka T disebut ..... 

A. Isometri lawan. 

B. Isometri langsung. 

C. Kesebangunan. 

D. Dilatasi. 
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MODUL 9 

Grup Simetri dan Grup Dihedral 

 

Kegiatan Belajar 1 : Simetri dan Grup Simetri 

A. Refleksi Geser 

Definisi 9.1: 

Jika ),( G  adalah (……………….) dan Ga , maka 

naH n |{=  bilangan bulat} adalah subgrup siklik dari 

grup ),( G  yang dibangun oleh a. Jika ),( G  adalah 

grup, Ga  dan naH n |{=  bilangan bulat} maka a 

adalah (……………….) dari grup ),( G  dan aG =  

adalah (……………….). 

 

Definisi 9.2: 

Andaikan H adalah himpunan titik-titik di bidang. Garis g 

disebut (……………….) dari H jika HHg =)(  (artinya 

H invarian terhadap g ) 

Anda perhatikan garis g, h, dan I yang merupakan garis-

garis bagi sudut dalam ∆𝐴𝐵𝐶 yang sama sisi pada 

Gambar 9.1. Garis g disebut garis simetri ∆𝐴𝐵𝐶 sebab 

𝜇𝑔(𝐶) = 𝐶, 𝜇𝑔(𝐴) = 𝐵, 𝑑𝑎𝑛 𝜇𝑔(𝐵) = 𝐴. Dengan demikian 

𝜇𝑔 memetakan ∆𝐴𝐵𝐶 ke dirinya sendiri atau 

𝜇𝑔(∆𝐴𝐵𝐶 ) = ∆𝐴𝐵𝐶. Secara umum, memang harus 

diperiksa bahwa setiap titik 𝑃 ∈ ∆𝐴𝐵𝐶 maka 𝜇𝑔(𝑃) ∈

∆𝐴𝐵𝐶. Anda diminta untuk meneliti, apakah garis h dan 

garis i merupakan simetri untuk ∆𝐴𝐵𝐶? 
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Gambar 9.1 

Pada jajaran genjang ABCD di bawah, garis g dan garis 

h bukan garis simetri. Mengapa? Melalui setengah 

putaran dengan pusat P, jajaran genjang ABCD 

dipetakan terhadap dirinya sendiri atau 𝜎𝑝(∎𝐴𝐵𝐶𝐷) =

(∎𝐴𝐵𝐶𝐷). Titik P disini disebut titik simetri. 

 
Gambar 9.2 

 

Definisi 9.3: 

Andaikan H adalah himpunan titik-titik di bidang. Titik P 

disebut (……………….) untuk H jika HHP =)(  

(artinya H invarian terhadap P ). 

Dari definisi diatas, g garis simetri H dan P adalah 

(……………….) H, yaitu 𝜇𝑔(𝐻) = 𝐻 dan 𝜎𝑝(𝐻) = 𝐻. 

Maka 𝜇𝑔dan 𝜎𝑝 disebut simetri untuk H. kita tahu bahwa 

𝜇𝑔dan 𝜎𝑝 merupakan isometri. 
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Definisi 9.4: 

Andaikan H adalah himpunan titik-titik di bidang. 

Isometri   disebut (……………….) dari H jika 

HH =)(  (artinya H invarian terhadap  ) 

 

Teorema 9.1: 

Andaikan H adalah sebuah himpunan titik-titik di V, 

himpunan simetri-simetri dari H dengan operasi 

komposisi adalah (……………….). 

 

Latihan 

1) Apa yang dimaksud dengan grup terhingga? 

2) Berikan minimal dua buah contoh grup terhingga! 

3) Periksa apakah ),( G  dengan },,1{ 240,120, OOG =  

adalah grup! 

4) Apa yang dimaksud dengan simetri suatu bidang? 

5) Tentukan simetri-simetri pada sebuah persegi! 
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Rangkuman 

 

1. Grup yang ordonya terhingga disebut grup terhingga, 

sedangkan grup yang ordonya tak terhingga disebut 

grup tak hingga. 

2. Jika ),( G  adalah grup dan Ga , maka naH n |{=  

bilangan bulat} adalah subgrup siklik dari grup ),( G  

yang dibangun oleh a. Jika ),( G  adalah grup, Ga  

dan naH n |{=  bilangan bulat} maka a adalah 

generator dari grup ),( G  dan aG =  adalah grup 

siklik. 

3. Andaikan H adalah himpunan titik-titik di bidang, maka: 

a. Garis g disebut garis simetri dari H jika HHg =)(  

(artinya H invarian terhadap g ) 

b. Titik P disebut titik simetri untuk H jika HHP =)(  

(artinya H invarian terhadap P ). 

c. Isometri   disebut simetri dari H jika HH =)(  

(artinya H invarian terhadap  ) 
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Kegiatan Belajar 2: Grup Dihedral dan Teorema 

Leonardo 

Teorema 9.2: 

Untuk setiap bilangan asli-n, ada suatu segi-n yang memiliki 

grup simetri nD  dan ada suatu segi-n yang memiliki 

(……………….) nC . 

Bila kita merumuskan kembali makna dari teorema diatas, 

disimpulkan jika ada segi-n yang mempunyai grup simetri 

𝐷𝑛, maka grup tersbut tentunya memiliki subgroup 𝐶𝑛, Akan 

tetapi, ada juga segi -n yang hanya memiliki grup simetri 𝐶𝑛. 

Anda coba pelajari contoh berikut. 

 
Gambar 9.3 

Diketahui ∆𝐴𝐵𝐶 sama sisi dan terdapat daerah berbayang-

bayang di dalamnya. Simetri- simetri yang dimiliki ∆𝐴𝐵𝐶 

tersebut adalah 𝑅 = 𝜌𝑂,120, 𝑅2 = 𝜌𝑂,120, 𝑅3 = 𝜌𝑂,360 = 𝐼. 

Andaikan G1 = {I, R, R2}, C3 = (G1,O) adalah group. 

Anda diminta untuk memeriksa bahwa C3 adalah grup siklik 

yang dibangun oleh R.   
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Teorema 9.3 (Teorema Leonardo da Vinci): 

Sebuah grup (……………….) adalah suatu grup siklik nC  

atau grup dihedral nD . 

 

Teorema 9.4 (Teorema Akibat): 

Grup simetri untuk segi banyak beraturan adalah sebuah 

(……………….) atau sebuah (……………….). 

 

Latihan 

1) Tentukan simetri-simetri persegi panjang (yang bukan 

persegi)! 

2) Apabila 90,OR =  dan },,,1{ 32 RRRG =  merupakan 

himpunan simetri langsung dari persegi ABCD, apakah 

yang dimaksud 
2,1 R , dan 3R ? 

3) ABCD adalah persegi, sedangkan O adalah titik potong 

diagonal AC dan BD.  

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 9.4 

 

Jika RO =90,  dan Mi = , tentukan i ! 
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4) Jika G himpunan simetri-simetri persegi dan ),( G  adalah 

grup, tentukan subgrup siklik dari ),( G ! 

5) Jika G adalah himpunan simetri-simetri persegi ABCD, 

yaitu },,,,,,,1{ 3232 MRMRRMMRRR , tentukan 

12 )( −MR ! 
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Rangkuman 

 

1. Grup dihedral merupakan grup simetri segi-n beraturan. 

Grup ini memuat grup siklik. Grup dihedral 

dilambangkan dengan nD  dan grup sikliknya dengan nC

. Hubungan antara nD  dan nC  sebagai berikut; 

).( 1 GDn =  dengan =G  himpunan simetri segi-n 

beraturan dan },...,,,1{),,( 2

11

n

n RRRGGC ==  . 

2. Untuk setiap bilangan asli n, ada suatu segi-n yang 

memiliki grup simetri nD  dan ada suatu segi-n yang 

memiliki grup simetri nC . 

3. Salah satu teorema yang berhubungan dengan grup 

dihedral dikemukakan oleh Leonardo da Vinci sebagai 

berikut; sebuah grup isometri terhingga adalah grup 

siklik nC  atau grup dihedral nD . 
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Tes Formatif Modul 9  

 

Pilihlah satu jawaban yang paling tepat! 

1) ),( 4 +Z  adalah grup dan Z1 , maka =31  ..... 

A. 1. 

B. 2. 

C. 3. 

D. 4. 

2) ),( G  adalah siklik dengan 

120,240,360, ,,{ OOOG = . Generatornya adalah ..... 

A. 360,O  

B. 240,O  

C. 120,O  

D.  360,O  dan 120,O  

3) H adalah himpunan titik-titik di bidang v, sedangkan 

g disebut garis simetri dari H, jika ..... 

A. ggH =)( . 

B. HHg =)( . 

C. vvH =)( . 
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D. ggv =)( . 

4) HHP =)(  dengan P adalah titik tertentu dan H 

adalah himpunan titik-titik di bidang v, maka ..... 

A. H adalah simetri dari P. 

B. P adalah simetri dari H. 

C. P  adalah simetri dari H. 

D. P  adalah titik simetri dari H. 

5) H adalah himpunan titik di bidang v. Isometri   

disebut simetri dari H jika ..... 

A. HH =)(  

B.  =)(H  

C. vv =)(  

D. HH =)(  

6) Titik O adalah titik potong AC  dan BD  yang 

merupakan diagonal-diagonal persegi ABCD . s  

adalah simetri dari persegi tersebut, jika s melalui 

..... 

A. O 

B.  O dan tidak tegak lurus AC  
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C. O dan tegak lurus AC  

D. Titik A dan B 

 

Untuk soal nomor 4 s/d 10 gunakan ketentuan 

berikut: 

AC  dengan h adalah salah satu garis yang melalui 

diagonal persegi ABCD. Kemudian, AC  dengan O 

adalah titik potong karena diagonal persegi ABCD 

(perhatikan gambar). 

 

7) Simetri-simetri persegi ABCD tersebut adalah ..... 

A. },,,1{ 32 RRR . 

B. },,{ grh   

C. },,,,,1{ 32 RMMRRR  

D. },,,,,,,1{ 3232 MRMRRMMRRR  



174 

 

8) Jika G adalah himpunan simetri persegi ABCD, 

subgrup siklik dari ),( G  adalah ),( H  dengan =H  

..... 

A. },,{ 32 RRR . 

B. },,,1{ 32 RRR . 

C. },,,{ 32 MRMRRMM . 

D. },1{ M  

9) Jika G adalah himpunan simetri persegi ABCD dan 

Gg =  maka =g  ..... 

A. RM . 

B. MR2  

C. MR3  

D. MR  

10) Jika G adalah himpunan simetri persegi 

GRMABCD , , dan GMR 3  maka 

=MRRM 3  ...... 

A. 1 

B. R  

C. 2R  

D. MR2  
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